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Feuille d’exercices n°45

Exercice 1 (**%*)

On pose V(n,z) € N* xR, fulz) = (1 + z)_
n
1. Montrer que (f,,) converge simplement vers une fonction f avec f,, > f.
) 12
2. Etablir V>0 t— 3 <In(1+1¢) <t

En déduire la convergence uniforme de (f,,) sur [0;a] avec a > 0.

3. Montrer que la convergence uniforme a lieu en fait sur R,.

Indications : 2. Utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange et une inégalité de convexité.
3. Considérer |f, — f| sur [0;a] et [a;+o00 [ pour a > 0. Utiliser la décroissance de f,, et f pour
une majoration sur [a;+00 .

Exercice 2 (***)

Soit f € €(R,,R) avec f non nulle et telle que f(0) =0 et f(x) —— 0. On pose

T—r+00

X

V(n,z) € N* x R, folz) = f(nx) et gu(z)=f (g>

Etudier les modes de convergence de (f,)n, (gn)n PUis (fugn)n-

Indications : Pour la convergence uniforme de (f,), et (g,), sur R, considérer des suites de
points adaptées. Pour le produit f,g,, considérer la norme infinie respectivement sur [0;1] et
[1;+00].

Exercice 3 (***)

Soit (P,), une suite de polynomes réels.

1. On suppose que (P,), converge uniformément vers une fonction f sur R. Montrer que f
est polynomiale.

2. On suppose que (P,,), converge uniformément vers une fonction f sur tout segment de
R. Le résultat précédent persiste-t-il 7

Indications : 1. Justifier qu’il existe un seuil N tel que P,, — Py est borné pour n > N.
2. Pour f € €°(R,R), considérer une certaine suite de polynomes sur le segment [ —n;n] pour
n entier non nul.



Exercice 4 (***)

Pour n entier non nul et f € €°([0;1],R), on pose

Sn(f):/ol (/;(/Olf(%ix) dx1> dxg...) dz,

1. Soit r = 0 et f(z) =e™ pour z € [0;1]. Montrer qu'il existe a € [0;1] tel que
S.(/) — £

2. Soit f définie par f(z) = P(e®) pour z € [0;1] avec P € R[X]. Montrer
S.(f) — £

3. En déduire que pour f € €°([0;1],R), on a
Sn(f) —= f(a)

n—oo

Indications : 1. Reéaliser n intégrations successives.
3. Appliquer le théoréme de Weierstrass a la fonction foln sur [1;e .

Exercice 5 (**)

Soit f € €°([a;b],R) et a < ay <az <...<a,<b. Montrer

P, — f uniformément sur [a;b]
Py(ar) = flax) Vk€[1;p]

Indications : Construire une suite de polynémes (P,,), a 'aide d’une suite (Q,,),, de polynoémes
d’approximation pour la norme || - ||« et des polynomes d’interpolation de Lagrange associés aux
ag.

A(P,)n € RIXN {

Exercice 6 (****)

On note Na(P) = Sup |P(¢)| pour P € R[X] avec A une partie non vide de R.
teA

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que N4 soit une norme sur
RIX].

On considére A et B des parties infinies compactes de R distinctes.

d(z, A
Pour n entier, on pose f,(z) = ng pour x € R avec g € B\ A.
d(l’o, A)
2. A Taide de la fonction fn avec m entier, montrer que N et Ng ne sont pas des normes

équivalentes.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que N, et Ny soient
équivalentes.

4. Généraliser le résultat précédent pour A et B des parties de R vérifiant la condition
obtenue a la premiére question.

Indications : 1. Considérer A fini ou non borné et établir une contradiction.

2. Pour n entier, utiliser le théoréme de Weierstrass pour approcher la fonction f, et en déduire
que N /N, n’est pas majoré.

4. Comparer N et Nz, N et Ng.



