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Devoir en temps libre n°09

Problème I

Soit f ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R). On pose

∀(n, x) ∈ N∗ × [ 0 ; 1 ] fn(x) = f
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Étudier le mode de convergence de (fn)n.

Problème II

Soit f ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R). On pose

∀n ∈ N Bn(f) =
n∑

k=0

f
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On rappelle ∥Bn(f)− f∥∞ −−−→
n→∞

0

On note ∀(u, v) ∈ [ 0 ; 1 ]2 , u ̸= v τ(u, v) =
f(u)− f(v)
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2. Établir
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3. Montrer que f est convexe si et seulement si f est limite uniforme de fonctions polyno-
miales convexes.

Problème III

On pose ∀x ∈ R f(x) =

x2 sin
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si x ̸= 0

0 sinon

On note Q ∩ [ 0 ; 1 ] = {rn, n ∈ N} puis on pose

∀x ∈ [ 0 ; 1 ] F(x) =
+∞∑
n=0

fn(x) avec ∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] fn(x) =
f(x− rn)

2n

1. Étudier la dérivabilité et le caractère C 1 de la fonction f .

2. Justi�er la description proposée de Q ∩ [ 0 ; 1 ].

3. Montrer que la fonction F est bien dé�nie et continue sur [ 0 ; 1 ].
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4. Montrer que la fonction F est dérivable sur [ 0 ; 1 ] et préciser F′(x) sous forme de somme
pour x ∈ [ 0 ; 1 ]. Pour x0 ∈ [ 0 ; 1 ], on pourra poser

∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] gn(x) =


fn(x)− fn(x0)

x− x0

si x ̸= x0

f ′
n(x0) sinon

et exprimer le taux d'accroissement de F en x0 à l'aide des fonctions gn.

5. Étudier la continuité de F′ sur [ 0 ; 1 ]. On pourra étudier F′ en x0 ∈ (R∖Q)∩ [ 0 ; 1 ] puis
considérer F′ − f ′

n0
pour n0 entier.
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