ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°48

Exercice 1 (***)

0 S(r) = 5
n pose (x) = n;1 o

1. Etudier la définition, la continuité et dérivabilité de S.
2. Déterminer un équivalent de S(z) lorsque x — 1~

n

Corrigé : 1. On pose V(n,z) e N* xR u,(x) = l i
J— xn
Les fonctions u,, sont définies au plus sur R~ {—1,1}. Pour |z| > 1, on a
x" "

~ 1
1 — 2" ns+too —x" n—co

n
n

~ ||
n—+0oo

et po <1
pour |z| o

d’ott la convergence absolue de la série. On en déduit

‘ T

La fonction S est bien définie sur | —1;1].

Soit a € [0;1]. On a

=" a”

Sl—Jz] T 1-a

n

V(n,xz) € N* x [—a;a] ‘ ’

1—2zm

On en déduit la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions continues Y u,,
n=1
et par conséquent

Se€(]—-1;1[,R)

La série Y u, est une série de fonctions de classe €. Par dérivation, on trouve
n>1

n—1
V(n,x) € N* x | —1;1] u;(x):(lnf—xn)Z
Soit a € [0;1[. Il vient
n—1 1
V(n,z) € N* x [—a;a]  |ul(2)] € 0( )

(1—a)? noioo \n2

Ainsi, la série u, de fonctions de classe €' converge simplement, la série u! converge
? ? n
n=1 n=>1

normalement donc uniformément sur tout segment de | —1;1[ et par théoréme, on conclut

Se¢'(-1;1[,R)

t

T
2. Soit z € ]0;1[. La fonction t — T est continue par morceaux sur [1;+o0 [, décroissante,
—x
t n
dt est de méme nature que la série
1—zt d ngl — xn

Par comparaison série/intégrale, il vient

+oo
positive. L’intégrale / donc convergente.
1



oo gt x oo x too gt
dt <S = n < dt
/1 T (x) T + nZ::zu (x) +/1

- 1—2z 1 — 2t
+oo t ) too _
avec / A P {ln(l L )} _ In(1l —x)
1 1= In(z) 1, In(z)
In(1 — 2) v om0
(17 U - < <
" amy SO ST T
Enfin, on constate oo, (hl(l - I))
r—1 z-1- ln(x)
In(1 — x)
D’ou e )
o S(l') r—1— x—1

t

Variantes : (a) Si on reconnait pas de dérivée dans Iexpression ] avec t > 1, on peut

— qt

+00 t 1 x d
utiliser le changement de variables u = z'. Les intégrales / T dtet / Y sont
. 1=t In(z) Jy 1—u

de méme nature donc convergentes et par conséquent égales avec

/+°° z! df — 1 /x du  In(l—x)
1=t In(z) )y 1—u  In(z)

t

dt avec x €]0;1[, on peut remarquer

+00
(b) Pour la convergence et la valeur de / . ’ -
1

— X

+00 xt +00 +00
/ - dt = / ot de
1 -z 1 n=0

+00 n+1
Or, la série Dt Qe = S converge et par intégration terme a terme, on
2 /0 2T D) 80 ©h bat THes
obtient
Too it oo [0 00 n+1 _
/ x Cdt = *Z LDt g — +Z x _ _In(1—x)
1 l—=x =0Jo a=o(n+1)In(x) In(x)

Exercice 2 (***%¥)

xe
On pose Vn > 2 Ve >0 fulz) =
In(n)
1. Montrer que > f, converge simplement sur R, .
n>2
2. Montre que »_ f, ne converge pas normalement sur R,.
n=2
3. Montrer que »_ f, converge uniformément sur R, .

n>2

+00
4. La fonction somme ) f,, est-elle dérivable a droite en 07 7
n=2

n——+oo

1
Corrigé : 1. Soit n > 2 entier. On a f,,(0) = 0 puis f,(x) = o (—2> pour z > 0. Ainsi
n



La série > f, converge simplement sur R,.
n=2

2. Soit n > 2 entier. La fonction f,, est dérivable avec
(1 —nx)e "

0 fie) = s

-1
Ainsi 22 o= f() =

n nln(n)

La série de Bertrand %;n ()

. +o00 dt
de méme nature que
o tln(t)

est divergente. En effet, par comparaison série/intégrale, elle est

Todt
> = -

Par conséquent La série > f, ne converge pas normalement sur R, .
n=2

1
3. Soit n > 2 entier et x > 0. Par décroissance de u — ——. il vient

nu
+00 Te —kzx 1 +00
R.(z)= > < ST pe ke
k=mr1 (k) In(n) 57
_ too re (D)2 xe T
Puis S we Rt = — = —e " = e "
k1 1—e™® 1—e~® e? —1
Par convexité, on ae® —1 > x d’ou
e " 1
Ve >0 0 < R,(z) < <
In(n) = In(n)
et par conséquent IRn|lec —— 0
n—oo
On conclut La série ) f,, converge uniformément sur R, .

n=2

4. On note S la fonction somme de la série > f,,. Pour n > 2 entier et x > 0, on a
n=2

_ 00 o —kT n —kx
S(xz) —S(0) _ +Z e > e
r—0 i=eIn(k) ~ Zn(k)

Supposons S dérivable en 0. Faisant tendre z — 0T, on aurait alors

LN |
Vn > 2 S0) >
W= &
1
Ceci est absurde puisque Y —— —— +00, la série »  —— étant divergente & termes positifs.
i=aIn(k) n—roo i=aIn(k)
On conclut ’La fonction somme S n’est pas dérivable en 0.




Exercice 3 (***)

+00

On pose Ve>0  S(x)= ) [Arctan (z 4+ n) — Arctan (n)]

n=0
1. Montrer que S est ¢! sur [0;+00 .
2. Déterminer une relation entre S(x) et S(z + 1).
3. Déterminer un équivalent simple de S(x) pour z — +oc.
Corrigé : 1. On pose
V(n,z) € Nx[0;+00] un(x) = Arctan (xr +n) — Arctan (n)
D’aprés I'inégalité des accroissements finis, on a pour (n,z) € N x [0;+00 ]

1 T 1
n < S - =—=O<—)
[un ()] }nurg—x[l—i_tz |z +mn —n T =

La série définissant S est une série de fonctions de classe €' convergeant simplement sur R, .
Par dérivation, on trouve

V(z,n) ER, x N ul(x) = m — e =
D’aprés le critére de Riemann, on a convergence normale de > u/, et par conséquent
S € ¢'(R,,R)
2. Par linéarité du symbole somme, on a
Ve >0 S(x+1) —S(z) = Jiz [Arctan (x +n + 1) — Arctan (z + n)]
Par téléscopage, on obtient .
D’ou Ve >0 S(x+1) —S(z) = g — Arctan z

3. Par téléscopage, avec la propriété fondamentale d’Arctan, on trouve

n—1

Vn>=1  S(n)= :Z_::) S(k+1)—S(k)] = g + zn: [g — Arctan (k )} = g Z Arctan <%>

k=1 k=1

1 1
Par sommation de relation de comparaison avec Arctan (—) ~ — et la divergence de la série

n n—+oo M,
1
—, il vient
"~ Arct (1) 1 ()
kgl retan k n~>+ook;1]{; n—+00 nin
Ainsi S(n) ~ In(n)

n—+oo

Enfin, par croissance de S, on a
Vx>0 S(lz] +1) = S(z) > S(|z])

1
et ln<Lg[:JjL > > 0 ln(m>—>0
x T—+00 €T z—>400
ce qui implique In(|z] + 1) o Inz et In(|x]) o Inx
On conclut S(x) ~ Inzx
T—+00




Exercice 4 (***)

1
sh (nx)

On pose V(n,z) € N* x ]0;+00] un () =

1. Etudier le mode de convergence de > u,,.
n>1

2. Déterminer un équivalent simple de la somme S(z) pour x — +00 et x — 0.

Corrigé : 1. Soit x > 0. Onau,(z) ~ 2e et ) e ™ converge en tant que série géométrique
n—+00

d’otu la convergence simple d’apreés le critére des équivalents pour des séries a termes positifs. On
a ||un||ec = +00 pour tout m entier non nul ce qui entraine qu’il n’y a pas convergence normale
sur | 0; +o00 [. Supposons qu'il y ait convergence uniforme sur | 0;+o00 [. On aurait alors R,, borné
a partir d'un certain rang et
||Rn - Rrrl“oo < HRnHoo + ”Rnflnoo

Mais avec I’égalité R,, — R,,_1 = u,,, on obtient une contradiction évidente puisque u,, n’est pas
bornée sur |0;+o00[. Il n’y a donc pas convergence uniforme sur |0; +o0[. Soit @ > 0. On a

o R

Un ||oo,[as+00] =

[ 1™ sh (na)

et on en déduit la convergence normale et donc uniforme sur [a; +oo [ pour a > 0. Ainsi

La série de fonctions ) wu, converge simplement sur
n>1
10 +00 [ et normalement sur [a;+oo [ pour tout a > 0.

2. Soit z > 0. La fonction v —

est continue, décroissante sur | 0;+oo [. Par comparaison

sh (zu)
série/intégrale, on obtient

oo dt 1 s | 1 oo de
/1 i S = a et men Saw /1 sh (t2)

Avec le changement de variable u = e’ il vient

oo dt oo 2etr 2 [T du Il Ju—1]1" 1. (e"+1
. sh(tz) . e?r—1 TJ)er u?—1 u+1ll,. = e” —1
1 e®+1) 1 . In(x) o (ln(m))
Pu1s;1n<ex_1>—;(ln(e —I—l)—ln(x(l—l—o(l))x:O—T et mx:oo —
1
On conclut S(x) ~ _In(=)
z—0 xr
On a pour z > 0
1 = 1

=2 "+o(e ) +e "),

1 +00
S(z) = sh (x) * nz::Qsh n=ae % sh (nx)

(n)

On pose V(n,z) € N* x]0;+00] v () = et  wy(z) =e *sh(nz)

e~ sh (nx)
Pour n entier non nul, on a w, dérivable sur | 0;+o0 [ avec

Ve>0  w,(x)=e " (—sh(nz)+nch(nx)) >0

n



On en déduit la croissance w,, et donc la décroissance de v,,. Ainsi

1
Vn € N* v oo = ————
|| n||00,[1y+00[ o1 sh(n)
+00
On en déduit la convergence normale et donc uniforme de ) v, sur [1;+o0c0[. Enfin, on a
n=2

Yn > 2 vp(x) ~ 2 (DT 50

r—r+00 r—r+00

D’aprés le théoréme de double limite, on obtient
+00 1

> >0

n=ae % sh (nz) z—+oo

Dot S(z) =2e™* +o(e™®)
On conclut S(x) ~ 277
r—r+00

Exercice 5 (****)

On pose V(n,z) € N* x [0;1] up(z) = sin(na)z”

n

Montrer que > u, converge uniformément sur [0;1].
n=1

Corrigé : Soit a € |0;1[. On a sans difficulté
1

na™

[tn]loc,0:a) <
On en déduit la convergence normale et donc uniforme de > u, sur [0;a]. Concentrons-nous

n>1
ensuite sur [a;1]. On pose

V(n,z) e Nx[0;1] A, (z) = Xn: sin(kx)

k=0
n—+p
On procéde a une transformation d’Abel sur > w,(x) avec n et p entiers non nuls. On a
k=n+1
n+p p xk
2 un(2) = 30 (Ak— Ap) (@)
k=n+1 k=n+1
S At - T A
— A €Tr)— — xr
k::zn:ﬂ k()k k=n Mkt 1 ) )
2P L+l p-1 (x sl >
A A A T
ntp P gttt el (k + 1)ak — kak+?
up(r) = A (x)— — A, (x + Ap(x
k:;Jrl (@) 3 )p ( )n—i—l k=§+1 () k(k+1)
Posons Vre[0;1] or(@) = (k+ 1)ak — ka*t!

La fonction ¢y, est dérivable et on trouve
Vo e[0;1] o (z) =k(k+ 12" (1 -2) >0

Dot la croissance de @y sur [0;1]. Par ailleurs, on a

6



noo 1— ei(n+1)x
Ap(z) =Im (Zelk‘”> =Im ( ————

=0 1 _ el:E

P 2

D’oul |Anllocjasi] S M avec M= Tl 1= o7|
z€la;l]

. —pr(2) (1) 1
A V(k,z) e Nx [0;1 A =

st (k) € N> [01] @) Kkt 1) k(k+1)

n-+p
On peut donc légitimement faire tendre p — +0o dans I'expression de Y. wu,(x) et on obtient
k=n+1
S ()
Ve € |a;l un(xr) = —A, + —
la;1] k:;—kl (@) (@) n+1 kz;—i-l <>k(k+1)
+0o0 M M
Puis Ve € |a;l Up (T
la;1] kzn:-f—l (7)) < n+l 3= n+1k(k+1)
Ainsi IR loo,fa1] —— 0
n—oo
Enfin, on a V(n,z) € N* x [0;1] IR ()] < [|[Ralloo,0:a] + [Ralloofa;1]
On conclut La série > u, converge uniformément sur [0;1].
n>1
Exercice 6 (****)
+00
On pose Ve e R S(x)= > W—ZJ
n=1 N

Etudier la définition et la continuité de S.

Lnz]

Corrigé : On pose V(n,z) e N* xR w,(r) = =
n

na—l< |nx| <n_b

Soit [a;b] CR. On a

N
n3 n3 n3

1 i .
d’ott [[un|eofap] = O <—2 ce qui prouve la converge normale et donc uniforme sur tout segment
n

de la série Y u,. Les fonctions u, sont continues sur R \ Q et par conséquent, la somme S est
n=1
également continue sur R \. Q. Plus précisément, les fonctions u,, sont continues & droite sur R.

Ainsi, par double limite, on a également S continue & droite sur R donc en particulier continue

a droite sur Q. Il reste & examiner la continuité & gauche sur les points de Q. Soit g € Q avec

0 =", (p.q) € Z x N* tel que pAg=1.On a
q

o0 | nxg | & nre | X Lnxoj
S(xo) = 32 = X + X
n=1 n=1,q|n n’ n=1,g{n

Puis, si ¢|n, on a |nx| —— nxg — 1 et si ¢ { n, [nz] —— |[nzo]. Ainsi, par double limite, il
$—>$0 x—>m0

vient



SORNS S Lo S gL

_ 3
n=1,q|n n=1,¢in n T—=Ty  n=lgn n n=1,qin n

doi S(2) —— S(zo) — 5 L = S(ag) = 2B

_ n3
T—=T n:l,q‘nn

Ainsi

La fonction S est définie, continue a droite sur R, continue sur R~\.Q
et discontinue & gauche sur Q.

10
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FIGURE 1 — Graphe de la fonction S

Lg7]

Remarque : Avec la discontinuité croissante de la fonction @ — === en z et la croissance des
q

autres fonctions, on obtient la discontinuité & gauche en tout rationnel (mais sans la valeur du

saut de discontinuité).



