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Feuille d'exercices n°46

Exercice 1 (*)

Étudier la convergence simple et normale de la série de fonctions
∑
n⩾1

fn avec

∀(n, x) ∈ N∗ × R fn(x) = xe−nx2

Exercice 2 (**)

Étudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions
∑

fn avec

∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] fn(x) = n2(x2n − x2n+1)

Exercice 3 (**)

Étudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions
∑

fn avec

∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] fn(x) =
xn

1 + nx

Exercice 4 (**)

Étudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions
∑
n⩾1

fn avec

∀(n, x) ∈ N∗ × R+ fn(x) =
ln(n+ x)

n2 + x2

Exercice 5 (*)

On pose ∀x ∈ R S(x) =
+∞∑
n=1

1

n2 + x2

1. Montrer que S est bien dé�nie et continue sur R.
2. Déterminer un équivalent simple de S(x) lorsque x → +∞.

Exercice 6 (**)

On pose ∀x > −1 S(x) =
+∞∑
n=1

ï
1

n
− 1

n+ x

ò
1. Montrer que S est dé�nie, continue sur I = ]−1 ; +∞ [.

2. Calculer S(x+ 1)− S(x) pour x ∈ I.

3. Déterminer un équivalent simple de S(x) pour x → −1.

1



Exercice 7 (*)

On pose ∀x ⩾ 0 S(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n ln
(
1 +

x

n

)
Montrer que S est de classe C 1 sur [ 0 ; +∞ [.

Exercice 8 (**)

On pose ∀x > 1 ζ(x) =
+∞∑
n=1

1

nx

1. Montrer que la fonction ζ est de classe C ∞ sur ] 1 ; +∞ [.

2. Préciser la monotonie et convexité de la fonction ζ.

3. Déterminer lim
x→+∞

ζ(x).

4. Déterminer un équivalent simple de ζ(x) pour x → 1+.

5. Étudier la convexité de ln ◦ζ.

Exercice 9 (**)

On pose ∀x ∈ R S(x) =
+∞∑
n=1

sin(2nx)

2n

1. Montrer que S est bien dé�nie et continue sur R.
2. Déterminer une relation reliant S(2x) et S(x) pour x réel.

3. En déduire que S n'est pas dérivable en 0.

Exercice 10 (**)

Calculer pour n ∈ Z In =

∫ 2π

0

e inθ

1− 2e iθ
dθ

Exercice 11 (**)

On rappelle ∀x ∈ R ex =
+∞∑
n=0

xn

n!

Étudier la convergence uniforme sur R+ de la série de fonctions
∑

fn avec

∀(x, n) ∈ R+ × N fn(x) =
e−xxn

n!
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