ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°35

Exercice 1 (**%*)

Etudier la nature de la suite (cos (v/n)), .

n

Indication : considérer la sous-suite (ny) avec ny, = | (km)?].

Corrigé : Notons n; = | (k7)?| pour k entier. On a

VEeN 0 (kn)> —np <1
On en déduit notamment ny ~ (kr)? —— +00
k—+00 k—+o00

On pose f(z) = cos (y/z) pour & > 0. On a f dérivable sur ]0; +o0 [ comme composée de telles
fonctions et par dérivation

1 .
57 S (V)

Pour k entier, il vient par inégalité des accroissements finis appliquée a f sur [ny ; (km)?]

[ (ne) = f((km)?)| <

Y >0 fl(x) =—

On a COS( (k:7r)2> = cos(km) = (—1)* pour k entier d’ou

cos (y/ni) = (=1)F +o(1)
Ainsi, il existe deux suites extraites (quitte a réextraire pour garantir la stricte croissance) de
(cos+/n), qui admettent des limites différentes. On conclut

La suite (cos (y/n)),, est divergente.

Exercice 2 (**)

n ™
Dét i li Arct (—)
éterminer . _131001;231 retan | — "y
Corrigé : Soit f définie par f(z) = Arctan (x) pour x € R. La fonction f est de classe €2 avec
1 —2x
v R ’ - 7 e
T e f ({L’) 1+ 22 f (ZL‘) <1+$2)2
. 9 2z
Soit x € R. On a (Jz] =1)* 2 0 <=
1+ a2
2 1
Par suite Ve e R ]f”(x)|:'1+xx2 X 22 <1

Ainsi, d’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a f, il vient
2
x

Ve e R |Arctan (z) — z| < 5



Combinée a l'inégalité triangulaire, on obtient

n s LY n s s 12

Arctan (—) — ‘ < Arctan < ) — ' <=y —
kz::l n+k ,;n+k \kZ::l n+k n+k \2;(n+k)2
Puis, par convergence des sommes de Rieamann

| 1 1 Ut
= =1In2
S I

1 2 12 7w w2
et -3 <= —=—
2k=1 (n + k)Q 2k21n2 2n
Ainsi iAt<F>§:W+(1)12+(1)
insi rctan | —— | = o(l) =1In 0
k=1 n—i—k k_1n+]€
On conclut ngrfw];Arctan (n j_ k:) =7ln2

Exercice 3 (***)

Soit I =1]0;+00[. On pose Vo eI~ {1} f(m)—/ dr

1. Justifier que f est de classe €' sur I~ {1}.
2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 1. On note g ce prolongement.

3. Montrer que g est de classe ¢! sur 1.
Corrigé : O B(2) /xdt 1 et U(a) /xdt €10:1[ O
rrigé : On pose ®(z) = —— pour x et U(x) = —— pour x ;1. On
5 In(t) 1/21n(t)
a respectivement ® € €(J1;+00[,R) et ¥ € €'(]0;1[,R) d’aprés le théoréeme fondamental
d’analyse. Puis

Vo > 1 f(z)=®(z?) —®(x) et Vze]0;1] f(z) = V(z?) — ¥(x)

Par composition, on conclut fee¢(I1<{1},R)

2. Avec le changement de variable u = In(t) <= t =e" de classe ¢!, il vient

21n(;r)eu
Ve eI\ {1} f(a:):/ — du
1

n(x) u
Distinguons les cas x > 1 et x < 1. Soit x > 1. La fonction exp étant croissante, on a l’encadre-
ment
el ZL’Q
Vo > 1 Vu € [In(z);21n(z) ] gzgz

SRS

et apres intégration

21In( )du 2In(z) du
Vo >1 x/ —<f(x)<x2/ — < In(2)z < f(z) < In(2) 22
In(x) u In(z) u

Faisant tendre x — 17, il vient par encadrement que f(x) — In(2). Soit x € ]0;1[. On a
z—1

In(z) < 0 puis



£L'2

Ve el0;1] Vu € [21n(x) ;1In(z) |

el
S — <
u

SRS

w
et apres intégration
In(z) du In(z) du
Ve e]0;1] x/ —é—f(x)gaﬂ/ — <= 2In(2) < f(z) < zIn(2)
2In(z) U 2In(z) U

Faisant tendre z — 17, il vient par encadrement que f(z) —— In(2). Ainsi
=1~

f(x) sixel\{l}.

La fonction f se prolonge par continuité en g(z) = ]
In(2) siz=1

4. Par construction, on a g € €°(I, R) N € (I~ {1},R). Par dérivation, on a

veels{l}  ¢(@)=[f(z)= ln?;) - lngx) - fn(_ﬂj

Avec 'équivalent usuel In(z) ~ T 1, il s’ensuit que ¢'(z) — 1. D’aprés le théoréme de
Tr—r T—r

prolongement 4, on conclut

La fonction g est de classe € sur ] 0;+o00 .

Exercice 4 (***)

Soit E un K-evn de dimension finie, f : R — E dérivable en zéro telle que f(0) = 0.
n k
Montrer que > f (—2> admet une limite pour n — +o0 et la déterminer.
k=1 \T

Corrigé : Soit n entier non nul. D’aprés le théoréeme de Taylor-Young, on a

f(@) = F(0)+ f(0)a + ofa) = F(0)z +ofa)
51 (Ga) = ross + 2o ()

"2
k=1 k=1 n

La somme des o est difficile a controler puisque ces o dépendent a priori a la fois de k et de n.
Pour éviter cette difficulté, on écrit

f(z) = f'(0)x + ze(x) avec e(z) — 0

z—0

n k n+1 n ok k

Adns () =7 ()

31 (om) = OG5+ X e (o
O Vke[l;n] (—k> < e

na yn 9 n2 NS 6007[0;%]

Et comme e(x) — 0, on a |[|e| [0:1] T 0. Par suite, on obtient
z—0 ] n—oo

U k , +1 +1
S5 (25) ~ 1O < lelle o) " = o(1) x O =o(1)
L By 0
On conclut Iglf (ﬁ) —2




Exercice 5 (**)
Soit E un K-evn et f € €'([a;b],E) avec f( ) = 0. Montrer

[ ra < P57 sw )

tela;b]

Corrigé : On a f’ continue sur [a;b] donc bornée sur ce segment. D’aprés I'inégalité des
accroissements finis, il vient

vtelastl fOI=1£0) - flall < Sup [IF @)l —al

u€la;b

Par inégalité triangulaire, on obtient
||/ F() de] < /||f I dt < / Sup )¢~ a)
a uEla

Ainsi H/ sy < L= s 70

(l

Variante : On pose F définie sur [a;b] par F(x / f(t) dt pour x € [a;b]. On a F €
%*([a;b],E) et d’apreés I'inégalité de Taylor—Lagrange
/ (b — a)2 7
IF () = Fla) = F(a)(b — a)| < —— tS[UI;] [E" ()]l
cla;

et avec F'(a) = f(a) = 0, on retrouve le résultat attendu.

Exercice 6 (***)

Soit E un K-evn de dimension finie et f € €*(R,E). On suppose que f et f” sont bornées. On
note Mo = ||l et Mz = [ /"]

2M hM
1. Soit x € R, montrer que Vh >0 | f'(2)]| < TO + 2
2. En déduire M = || [l < 2v/MoM,

3. Peut-on améliorer 'inégalité ?
Corrigé : 1. D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a
V(z,h) eR*  [[f(z+h)— f(z) = hf'(z)]| <
d’ot, par inégalité triangulaire

[hf" @) = [[f (& +h) = f(z) = hf'(x) = fle+h) + f(2)]]

M,yh?
2

M,h?
<|If(@+h) = f(z) = hf @)l + 1 @+ D) + |1 f ()] < 2Mo + —
2M hM
Ainsi V(z,h) € R x]0;+00] Hf’(x)||<TO+ 22
2.S5i My = 0, on a ||f'(z)]] < == pour tout h > 0 et faisant tendre h — +00, il s’ensuit

| f'(z)|| = 0 pour tout = réel. L’ megahte a donc lieu. Si My # 0, on pose

4



2My  hM,

Vh > 0 h)=——
p(h) = ==+ —
2M M M
Par dérivation Vh>0 @h)=—-"L4"220 = h<2y/—
h? 2 M,
: M,
et par suite Inf p(h) = ( 24/ —— | =2V/MoM;
h>0 M,
Passant a la borne inférieure en h > 0 de part et d’autre dans 'inégalité
V(z,h) e R x]0;5+00[  [[f'(2)]l < (h)
on obtient Ve R | (x)] < ]Ilng ©o(h)
>

Et passant a la borne supérieure en x réel, on conclut

M; < 2/MoM,
3. Pour z, h réels, avec I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a
Myh? Myh?
If(z+h) = f(@) = hf @) < —— et [|f(x—h) = f(z) + hf'(2)]| < —

2 2

puis
[f(z+h) = flz —h) =2hf'(z)|| = [|f(z + h) = f(z) = hf'(z) = (f(z = h) = f(z) + hf(2))]
< | f(z+h) = f(@) = hf (@)l +11f(z = h) = f(z) + hf' ()]
If(x+h) = flz—h) = 2hf'(2)|| < Mah?

et
120f" (@) = 1 f(z+h) = flx = h) = 2hf'(x) — f(z +h) + flz—h)|
<N f(z+h) = flz —h) = 2hf"(2)|| + || f(x + R + [ f(z — h)|| < 2Mo + Mah?

doi Vh>0 | f@)] < Mo Meh

h 2
On pose Vh >0 Y(h) = Mo + M:h

h 2

On trouve }ILI;E w(h) =1 (\/2% = v/2MoM,
On conclut M1 < 2MOM2

Remarque : Il s’agit de la premiére inégalité¢ de Landau-Kolmogorov.

Exercice 7 (***)

Soit E un K-ev normé de dimension finie et f € .Z#(E,E). On suppose qu'’il existe k € [0;1]
telle que

Viz,y) € B2 [[f2(x) = )l < Kz —yll

Montrer que f admet un unique point fixe.



Corrigé : Soit a € E. On définit la suite (x,), a valeurs dans E par
ro=a et VneN Tnt1 = f(zn)
Alors, pour n entier non nul, on a
22041y = T2l = 12 (@2n) = [P (@200-1) | < Kl 220 — 2201l
Par récurrence immeédiate, on obtient
VneN  [[za41) — Tonl| < E"[|22 — 2o

On en déduit la convergence absolue et donc la convergence de la série téléscopique [xz(nﬂ) — mgn]

ce qui prouve la convergence de la suite (xs,),. Ainsi, il existe a € E tel que x5, —— . De
n—oo
la méme maniére, on établit qu’il existe 3 € E tel que x9,,.1 — 3. L’application f? est
n—oo

k-lipschitzienne donc continue et par conséquent

Toni1) = f2(2n) — fla) et xymyr) —— a

n—oo

Par unicité de la limite, il s’ensuit « = f?(a) et de méme S = f?(3). On a

lov = Bl = [1f2() = f2(B)| < Kl = B
d’ou [[a — B|| = 0 et on en déduit x,, — «a. Puis, en observant f3(a) = f(f?*(a)) = f(a), il
n—oo
vient

loe = f(@)]l = [1/2(a) = ()] < Kl = f(a)]
d’ou || — f(«)|| = 0 ce qui prouve que « est point fixe de la suite (z,),. Enfin, soit v € E point
fixe de f. Il est a fortiori point fixe de f2 d’ott

lae = Al = 11£2 (@) = PN < klla =]

ce qui prouve || — || = 0. On conclut

’La fonction f admet un unique point fixe. ‘

Exercice 8 (***)

Déterminer lim sin(27nle) puis  lim n?sin(27nle)
n—-+00 n—-+0o

Corrigé : D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, on a
n ] 1 ! .
e =y — + (1—t)"e"dt
i=ok! 0

Ainsi, on dispose de N entier tel que

1
2nle = 27N + 27T/ (1 —1t)"et dt
0

D’ou 2mnle = 2rN +0(1) puis sin(27nle) = sino(1)
Pui i ! ! /1(1 t)y“tlet dt
uis —+ — — e
o k! ( + 1),

et comme précédemment 27mn/!

2 (1)
O J—
n+1 n



2 1
puis n?sin (27nle) = n?sin (n jl +o (E)) = 2mn + o(n)

On conclut sin (27nle) —— 0 et n?sin(27nle) —— +00

n—oo n—oo




