ISM MP, Mathématiques
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Feuille d’exercices n°37

Exercice 1 (*)

Montrer que | —1;1[ n’est pas dénombrable.

Corrigé : La fonction th réalise une bijection de R sur | —1;1[ et comme I'ensemble R n’est
pas dénombrable, on conclut

L’intervalle | —1;1[ n’est pas dénombrable.

Exercice 2 (*)

Etudier la sommabilité de ( ) .
L+mn/ , nyeme)e
Corrigé : La famille est a termes positifs. Pour n entier non nul fixé, on a
1 1 P | 121
~ — et — =Y — =40
1 + mn m—+o0 nM mzzl mn nmzzlm ’

D’aprés le critére des équivalents, licite pour des familles positives

(m,n)E(N*)2 L+mn n=1

Exercice 3 (*)

. 1
Etudier la sommabilité de <ﬁ> .
1 m (m,n)E(N*)2

1 1
1+m2n2 = m2n2

Corrigé : On a V(m,n) € (N*)? 0<
Or, d’apreés le théoréme de Fubini pour une famille & termes positifs, il vient

S B (S (B () <

(m.n)e(" ! n=l

Par comparaison, on conclut

La famille <1;

5 2) est sommable.
—f- m-n (m,n)E(N*)2




Exercice 4 (*)

Soit (a;)ier et (b;)ier deux familles sommables d’éléments de R... Montrer que la famille (v/a;b;)ier
est sommable.

Corrigé : On a V(x,y) c ]Ri (\/E— \/5)2 >0 \/@ < |3?| ;‘ |y‘
il +1b;
Par conséquent Viel  Vab; < |ai| + |bi]

2
Par comparaison, on conclut

La famille (v/a;b;);e1 est sommable.

Exercice 5 (**)
. 1
Soit « réel. Etudier la somme > &~ ———.
(mmyevez (M +n)e
Corrigé : Pour p > 2, on pose
L={(nm)eN?|m+n=p}={(kp—k).ke[l;p-1]}

La famille (I,),> est un recouvrement disjoint de N*. D’aprés le théoréme de sommation par
paquets pour une famille & termes positifs, il vient

D——— =§°:°( pP—— )zf(ffl)zfz"l

(mamyen=2 (M An1)* 52\ (mimer, (M + 1) p=2 \k=1DP" p=2 DP°

p—1 1

Or, on a
(e a—1
p p—+00 p

D’aprés le critére des équivalents, licite pour des familles positives, et le critére de Riemann, on
conclut

La famille ( est sommable si et seulement si o > 2.

(m + n)a ) (m,n)e(N*)2

Exercice 6 (**)

. 1
Soient a > 1 et b > 1. Etudier la somme > :
(mm)e(n2 @ £ b

Corrigé : Ona V(z,y) € R? (\/_—\/§)2>0 — 2 /ry<zc+Yy

1 1 1/ 17\™ 1\"
D’ou V(m,n) € (N*)? 0< < :_<_) X <_>

est sommable.

Ainsi La famille (

a™ + bn ) (m,n)€(N*)2




Exercice 7 (*)

n 2k—n
Justifier la convergence puis calculer la somme de ( —)
gence p 2\z k(k+ 1)

1 1
——— 0,0 €t b, = 27" pour n entier. Les séries > a, = _
nn+1)""° P 2 nz;ln(n—l— 1)

et > b, = > 27" convergent absolument, respectivement par critére de Riemann et en tant que

Corrigé : Posons a,, =

somme géométrique de raison 1/2. Par théoréme de produit de Cauchy, la série » (Zakbn_k>
k=0
converge absolument et on a
+oo n k*n (+oo 1 ) <+oo >
— Q—n
SEkErD  \Enm )\
1 1

Avec I'égalité —— = — — pour n entier non nul, on conclut
nn+1) n n+1

2k—n +00 n 2k—n
La série » (kzlm> converge et on a Z <k21m> =2

Variante : Sous réserve de convergence, on peut écrire

+00 ( n 2’@—” ) +00 400 2k n

n;l If;lk(k+1) nzlkzlk(k+1)

k—n

k<n

11 suffit ensuite d’établir la sommahbilité de (—
k(k +

et le résultat final en découle en échangeant les ordres de sommation.

lk<n> avec le théoréme de Fubini
1) (n,k)EN*2

Exercice 8 (**)

Justifier la convergence puis calculer la somme de ) ne ™.

Corrigé : Posons a, = e "J,~0 et b, = e " pour tout n entier. Les séries > a, = > e~ " et
n=1

>"b, = > e ™ sont absolument convergentes en tant que séries géométriques de raison e ~! et on
a, par théoréme de produit de Cauchy, la convergence absolue de

Z(é%%—k) Zze_k itk =S "ne ™

+00o -1
. L _ _ €
Ainsi La série Y 'ne™™ converge et on a » ne " =

=0 (1_e—1)2‘

Variante : Sous réserve de convergence, on peut écrire

+00 +00

+00
Yome™ = > > e "licn
n=1

n=1k=1

Il suffit ensuite d’établir la sommabilité de (e _n]lkgn)(n pen-2 avec le théoréme de Fubini et le
résultat final en découle en échangeant les ordres de sommation.



Remarque : On verra ultérieurement la théorie des séries entiéres qui expédie complétement
la question puisqu’on a

Vee]-1:1]  Sonet—aSnenl = o | } °
re|—-1; ny" =x) nx" T =xr— =
’ n=0 =1 de [1 -2 (1—x)?
Il suffit ensuite d’évaluer I'égalité en x = e L.
Exercice 9 (**)
Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer I’égalité
too  y2n+l too L

D)

n:01 — z2n+l1 n:11 — z2n

O (I2[")

Corrigé : On a ' :

1 — 220

n—+oo

n

ce qui prouve la convergence absolue de . Puis, on obtient

>l 1 _ ZQTL
+00 Zn +00 +00 +00 +00
Z T — Zzn ( Z Zan) — Z <Z Zn(2m+1))
n=1 z n=1 m=0 n=1 “m=0
Montrons la sommabilité de (z”@m“))(m )N On trouve
+00 +00 n
n(2m+1) n an\™M ‘Z’ o n
pIE =" (1) = D

+00
On en déduit la convergence de la série ( |z]"(2m+1)> et donc, d’aprés le théoréme de
n=1 “m=0

Fubini pour une famille & termes positifs, la sommabilité de (z"(m*1)
théoréme de Fubini, il vient

+00 zn +oo<
2, 1— 220 7121

bl ~
(m.n) ENXN=" D’aprés le

o0 +00 +00
Z Zn(2m+1)) — Z ( Zn(2m+1)>
1

+
m=0 m=0 “n=

+00 22n+1 +00 o

On conclut Y=

n:O]- _ Z2TL+1 n:ll _ ZQTL

Remarque : Si on préfére écrire des équivalents plutot que des grand O, il faut distinguer z
non nul et z nul.

Exercice 10 (*%*)

. +00o 1 +00 (_1)”
t . Mont _ = _
Soit a > 0. Montrer L (@t D0 - (@t D)

Corrigé : On a pour n entier

1 267(2n+1)a +oo
— — 267(2n+1)a Z (_1)ke —2k(2n+1)a
ch((2n+1)a) 1+ e—2@ntha =
On pose V(n, k) € N? Upp = 2(—1)ke ~(@ntDag —2k2nt1)a

Montrons la sommabilité de la famille (w, ) x)enz. Comme e 22"+ € 10;1[ pour n entier,
on a



+00 7(2n+1)a+oo Coa(2nt1) k 26—(271-1—1)(1 _(2nt1)a
kZ:O |uk,n| =2e kZ:O (e ) - 1 — e —2a(2n+1) n;\jroo Ze >0

+00
La série Y 2e~(n+be converge ce qui prouve la convergence de Y <Z |ukn\> d’aprés le critére
k=0
des équivalents, licite pour des familles & termes positifs, et prouve ainsi la sommabilité de
(Unk) (n,kyenz d’aprés le théoréme de Fubini pour une famille & termes positifs. Alors, d’aprés le
théoréme de Fubini, on obtient

+oo 1 +oo
9 —(2n+1)a 1)* —2k(2n+1)a>
nz::och(@n—i-l) ) ;[](Z ¢ (=1

k=0
io <Z2( )k —(2k+1)(2n+1)a )
k=0 “n=0

) oo (_1>ke—(2k+1)a

+oo 1 +oo +00
_ k,—(2k a —2a(2k nyo_
Y e = 2L (—1)ke R (Z (e 2alz +1)) =2 1 — e —2a(2k+1)

n=och ((2n +1)a) = n=0 k=0
+o0 1 +00 (_1)n
O lut SR NS S A
1 eonei L (@t Zh (2n+ 1)
Exercice 11 (**)
+00 tn

Pour ¢ réel, on note S(t) = n;ﬂ v

1. Préciser 'ensemble de définition D de S.

+oo tk:
2. Montrer VteD S(t) = > (—1)k1
k=1 1—tk
+00
3. Montrer VteD  S(t)= Y a,t" avec (ay), € ZN
n=0
tn
Corrigé : 1. Notons V(n,t) e N* xR f,(t) = T
Pour ¢t = —1, Papplication f, n’est pas définie pour les n impairs. Pour [t| > 1 et t = 1, on a
fn(t) = 0 d’ou la divergence grossiére de la série définissant S. Enfin, pour [¢| < 1, on a
tn
= O(|t|"
d’oul la convergence absolue de la série. Ainsi
Le domaine de définition de Sest D =]—1;1].

Remarque : Si on préfére écrire des équivalents plutot que des grand O, il faut distinguer ¢ non
nul et ¢ nul.

2. 0On a vVt € D S(t):io & _Z<Z( 1)k- ltkn>

e R e A B Y

. La série Y [t|™" est géométrique de raison

Vérifions la sommabilité de la famille <lt|kn) )
(k,n)EN* k>1

[t|" < 1 donc convergente avec



wmel Spr= T o
=1 1— |t|n n—+o00

et comme Y |t[" converge en tant que série géométrique de raison |t| < 1, on a bien la somma-
n=1

bilité de <|t|k”> _,- D’apreés le théoréme de Fubini, il vient

(k,n)eN
+0o0 +0o0 +0o0 tk
vieD s = (B ) = Syt
k=1 \n=1 k=1 1=t
3. Posons Vp € N* A, = {(k,n) e (N*)? | kxn= p}

La famille (A,),en- est un recouvrement disjoint de N** et on a
Vp € N* A, ={(k,p/k), ke [1;p] et kdivise p}

D’aprés le théoréme de sommation par paquets, on obtient

T +o0
vteD  S(t) =2 ( > (—l)klt’m) =y (Z(—l)’“) tp
p=1 \(k,n)€A)p p=1 \ k|p
+0o0
Ainsi Vie]—1;1] S(t) = Sa,t? et VpeN* = Y 1-31.
p=1 %+llp  2Kk|p

Exercice 12 (*)

Soit o : N* — N* bijective. Etudier la nature des séries de terme général :

1 1
1. —— 9 -
o(n) + n? o(n)?+n
., 1 1
Corrigé : 1. On a Vn € N* 0< ——— < —

o(n) +n2 = n?

1 1
d’otl > < D 5 <400

ner=o(n) + n? S5

La famille (;> est sommable.

o(n)+n?/ cn
1 1
2.0n a Vn € N* 0< <
on)?+n = o(n)?

Or, on dispose de I'équivalence
(7o)
o(n)?
pac |

Et comme on a ) — < +00, on conclut
n=1T

€ O(N) (%) € f1(NY)

neN* neN*

La famille ( est sommable.

o(n)? + n)neN*

Remarque : On peut aussi observer



€ ((NY) = (#‘%MLW € (V)

()

1

neN*
et comme ¢ — o ' réalise une permutation de .(N*), on conclut avec le résultat établi a la

premiére question.



