ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°51

Exercice 1 (**)

1. Déterminer le rayon de convergence de > In(n)z™.

n=1

n o]
2. Montrer que la suite (ln( ) — ZE) est bornée.

3. En déduire un équivalent de E In(n)z™ pour x — 1°.

n=1

Corrigé : 1. Avec In(2) < In(n) < n— 1 < n pour tout n > 2, il vient

R=1

2. On pose u,, = In(n) — > — pour n entier non nul. On a pour n > 2
k=1

1 1 1
un—un_lz—ln(l——>—— = O(—)
n n n—+oo n2

Par comparaison et critére de Riemann, la série ) (u,, — u,_1) converge absolument et d’aprés
n=2

le lien suite/série téléscopique, on en déduit la convergence de la suite (u,),>1 et par conséquent

In(m) = 37 = O(1)

1

3. Soit z € [0;1]. On a
(1—x)§1n(n)x":(l—x)(1§{ln(n) illﬂx +Z<kz1]i> )

D’apreés théoréme sur le produit de Cauchy de séries entiéres, chaque série entiére concernée
ayant un rayon de convergence égal a 1, il vient

5 (5g)e = (E2) (Bar) - 122

Notant M un majorant de

Inn) — 35

k=1
+00 n 1 +00 n 1 +00
> [ln(n)—Z—] 2" < In(n) — Y. —laz" <MY 2" =
n=1 ik n=1 =1k n—0 1—2z
+00
d’otr (1—=2)> In(n)a™ =0O(1) — In(1 — x) ~ In(1 — )
n=1 T—r
L. 0 In(1 — x)
A 1 no -
insi nz::l n(n)x o~ T




Exercice 2 (**)

Soit (ay), suite non nulle T-périodique avec T entier non nul.
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,z".
2. Déterminer sa somme S sur l'intervalle ouvert de convergence.

Corrigé : 1. Soit R le rayon de convergence de ) a,z™. La suite (a,), prend un nombre fini
de valeurs donc est bornée d’ott R > 1. Par ailleurs, la suite (a,), est non nulle donc il existe
p entier tel que a, # 0 et par suite a,,1, # 0 pour tout n entier. Par conséquent, la série > a,
diverge grossiérement d’ou R < 1 et on conclut
R=1

2. Soit # € | —=1;1]. Pour N entier, on a

NT-1 T-1 N T—1 N

ST ™ = >0 Y apy gzt = (Z anx") <Zka>

n=0 n=0k=0 n=0 k=0
Faisant tendre N — +o0, il vient

+oo T-1 +oo
S aprt = (Z anx”) <Zka>
n=0 n=0

On conclut Vee]—-1;1] S(x) =

Exercice 3 (***)

Soit (ay,), la suite réelle définie par ag = 1 et

Vn € N* an,

k=0
1. Montrer que le rayon de convergence R de Zanz” vérifie R > 1

+00 2
2. Mont Vz € D(0,R W2 =
ontrer z ( ) Z_: a2 pr

Advive 17 : ; - s . R R
3. En déduire 'expression du développement en série entiére de la fonction tan sur 35

s . 12 Gp—f

Corrigé : 1. On a Vn € N* a, = ——
2;/=1 k!

Montrons par récurrence forte que |a,| < 1 pour tout n entier. L’initialisation est immédiate. Si
la propriété est vraie jusqu’a n — 1 avec n entier non nul, on a

|an k’ 11
— — K
o < 52 <53 <

Ainsi R>1
2. Soit z € D(0,R). On a

(1+ez)§anz" = Zanz + (g;ﬁ) (Zan )
— Zanz —|—+zo:o <:0a2'k>z": io <an—|—k20an k> "= 2ay = 2

n=0
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Le produit est non nul ce qui prouve que 1+ e* # 0 et par suite

+00 2
Vz € D(0,R 2t =
D
Remarque : Comme 1+ e* # 0, on en déduit R < .
R R T T
] B[] 5
our r € 5775 C 5775 on a
: iz _ ,—iz 2ix __ 1 2
S e W (R B
cos(z) (el +e~ir) (e 1) ez 41
Comme on a |2iz| < R, il vient
+00
tan(z) =1 a,(2i)"a™
n=1
Par imparité de tan, on a as, = 0 et on conclut
R R +00
Vo € —3 : 3 { tan(z) = ;(_1)n+122n+1a2n+1x2n+1

Exercice 4 (**)

+00
Soit Y a,z" série entiére de rayon de convergence R > 0 et r € |0;R[. On note f(z) = > a,2"
n=0

pour z € D(0,R).

2m
1. Montrer VkeN  2mrka, = / f(re®)e=*0 dg
0

2. On suppose R = +o0 et f bornée sur C. Montrer que f est constante.
Corrigé : 1. Soit k entier et 6 € [0;27]. On a

f(reie)e—ikﬁ — Jiéoanrnei(n—k)e

n=0
Notons V(n,0) € Nx[0;27] Un (0) = a,riein=k)0

On a Vn € N ltnl|oo = |an| 7™

et Y |an|r™ converge absolument puisque 7 < R. On en déduit la convergence normale et donc
uniforme de la série de fonctions continues ) ju,, d’oll, en intégrant terme a terme

2w 2T 400 +00 2
/ fre®)e ®0do = [ Y a,rmel™0dg = 3 a,rm / e!""h% g9
0 0 n=0 n=0 0
=270y, 1
2
Ainsi Vk e N 2mrkay = / F(rei®)e k0 dg
0

2. Soit M > 0 tel que |f(z)| < M pour tout z € C. Par inégalité triangulaire, il vient pour k
entier non nul et 7 > 0

2m 2
21k |ag| < / | f(re?)e %) d6 < / M df = 27M
0 0
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M
D’ou Vr >0 lag| < —
r

M
Faisant tendre r — +00, on en déduit — ——— 0 et d’ou a; = 0 pour k entier non nul. On
T r—+00

conclut

La fonction f est constante.

Remarque : Ce résultat s’intitule théoreme de Liouwville.

Exercice 5 (**%*)

Une involution sur un ensemble E est une application f : E — E telle que fo f =id. Pour n
entier, on note I, le nombre d’involutions de [1; n]. On fixe Iy = 1 par convention.

1. Préciser 1;, Iy puis montrer
Vn = 2 In = In,1 + (n — 1)In72

: [ .
2. Montrer que la série Z—n'x” admet un rayon de convergence supérieur ou égal & 1. On
n

note S sa somme sur | —1;1].
3. Etablir Vee]|—1;1] S'(x) = (14 x)S(x)

4. En déduire une expression de S(z) pour z € | —1;1[ puis une expression de I,, pour n
entier.

Corrigé : 1. On a sans difficulté Iy = 1 et Iy = 2. Soit n > 2. Notons J,, 'ensemble des
involutions de [1; n]. On a

Jn:{UGJn|0(n):n}UU{0€Jn|U(n):i}

Il s’agit d’unions disjointes. Une involution de [1; n] qui fixe n est en bijection avec une invo-
lution de [1; n — 1]. Ainsi

n—1
I, =11+ > Card {oc €], | o(n) =i}
=1

Enfin, une involution de [1; n] qui envoie n sur i # n envoie également ¢ sur n, les autres
images étant non contraintes. Ainsi, une telle involution est en bijection avec une involution de
[1; n—2]. Finalement

Il = 1, IQ =2 et Vn 2 2 In = In—l + (n — 1>In—2

2.0n a VneN J, C S,
d’ou Vn e N I, <nl
o . . I,
Ainsi La série entiére Z—'x” a un rayon de convergence R > 1.
n!
+00 n
3.0n a Vee]—1;1] S(x) = >, —a™
n:On!

Par dérivation de série entiére, on trouve



+00 I
Vee]—1;1] S'(z) = > ——a"!

n=1 (n — 1)'
Par linéarité du symbole somme, on a pour x € | —1;1]
+00 I 400 I +00 I ‘I’ I +00 In
(1+2)S(x) = 3. = G ) =l e ” S = 14 Y
n=0T n=1 :

Aprés changement d’indlce7 on conclut

Vee]—1;1] S'(z) = (14 x)S(x)

4. La fonction S est solution du probléme de Cauchy
f=(+0)f
{f (0) =1
Aprés résolution et par unicité du théoréme de Cauchy linéaire, on obtient
Vee]-1;1]  S(x) = et =e%e?

Avec le développement en série entiére de I'exponentielle et le théoréme du produit de Cauchy,
on obtient apreés calcul

(2k)!

Vn € N IL,= > 2’6]4;!(27;)

0<2k<n

Exercice 6 (****)

Pour y € | —1;1] et x réel, établir

*Zojosmglnx)y —Arctan( ysin(z) ))

n=1 1 —ycos(z

Peut-on prolonger I'égalité pour y € [—1;1]7

Corrigé : Soit x réel et n entier non nul. On a

vy € R sin(nz) <yl
o . . sin(nx) . L
Ainsi, la série entiére > y" admet un rayon de convergence supérieur ou égal a 1. On
n>1
pose ’
oo sin(nr)
wel-Lil S = 5 ot
n=1 n
Par dérivation d’une série entiére, on a
+t0o d [si n +oo +00
wel-til 80 = 5 T S singe) ! = 5 sin(n+ )0
n=1 n=1 n=0

La série > e!(™*)¥y" converge absolument pour |y| < 1. Par suite
ei:v
Vyel—1;1 S/ —Im< ellnt1)z >:Im<—.>
yel-1i1[  S@)=mm (3 —
On multiplie par 'expression conjuguée et on isole la partie imaginaire pour obtenir

sin(x)

(1 —ycos(x))? + (ysin(z))?

3

vyel-1;1[ Sy =



ysin(x) >
P —-1;1 T(y) =A —_—
0sons Vye|—1;1] (v) rctan (1 mp—
Ona T e ¢YR,R) d’aprés les théorémes généraux et par dérivation
, 1 —ycos(z) + cos(z)y 1
Vyel|—1;1 T'(y) = sin(x
1+ (———
1 — ycos(z)
B sin(z)
(1 —ycos(x))? + (ysin(z))?
Ainsi Vye]—1;1] (S—T)Y(y)=0 et (S=T)0)=0

La fonction S — T est donc nulle sur l'intervalle | —1;1[ et on conclut

oo sin(nx)y” ( ysin(x) >
\ Rx|-1;1 ——— = Arct —_—
(,y) e Rx|—-1;1] nz::l " retan | 7— 4 cos(7)

Pour z € nZ et y € {—1,1}, le dénominateur du membre de droite de I’égalité précédente
s’annule. Supposons € R \ 7wZ. On pose

V(n,y) e Nx [—1;1] un(y) = y"

On va montrer la convergence uniforme de la série de fonctions > u, sur [—1;1]. On pose
n=1

V(n,y) e N* x [-1;1]  Au(y) =

sin(kx)yk
0

n

Soit n entier et y € [—1;1]. On a

An(y) =1Im (i (yeix>k) m (M)

k=0 1 —yei”
1 — (yeix)n—H 2
D’ou AL(y)] < . < .
ou | (y)| ‘ l_yem |1_yelx|
et 11— yeix‘2 = (1 — ycos(z))? + (ysin(z))? > sin’x
o 2
Ainsi V(n,y) e N x [—1;1] 1A, (y)] < ()]
Soit (n,p) € N, Par transformation d’Abel, il vient
n-+p n-+p 1
> w(y) = > [Ak(y) — A ()]
k=n+1 k=n+1
Anip(y)  Anly) | "&! {1 1 }
n+p n+l k:%l VW) T
ntp A, A, ntp—1 A
S (y) = ) _ Ay | k(Y)
k=n+1 n-+p n+1 k:n-&-lk(k + 1)

Par suite, on obtient

n+p 2 1 1 n+p—1 1
uk(y)| < + R D —
2O S e vt P T2k

Faisant tendre p — +oo, notant R,,(y) le reste d’ordre n de la série Y u,(y), il vient
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2 1 S
|Rn(y)| < ’Sin(l’)‘ (n—|— 1 * k§+1m)

On en déduit HRn”oo,[fl;ll > 0
n—oo

Ainsi, la série de fonctions continues ) u, converge uniformément sur [—1;1]. Par conséquent,

n=1
+oo
la somme > u, est continue sur [—1;1] et la fonction T se prolonge par continuité en 1 et —1.
n=1
On conclut
Y(z.y) € R~ aZ x [—1:1] +iosin(mc) " Apet < ysin(x) )
x, N —1; = Arctan [ ————
Y n=1on Y 1 — ycos(z)

Remarque : On peut aussi prolonger I’égalité pour (x,y) € RN\ 27Z x| —1;1] ou pour (x,y) €
RN 7m(2Z 4 1) x [—1;1]. Par exemple pour x € R\ 27Z, n entier et y € | —1;1], on a

2 2 )
A, < —— < = C= Inf |1—ye™
[An ()l 11— yelr| = C avee ye] 311;1]‘ ye

>0

et on poursuit comme précédemment. Ainsi, pour y = 1 et x € R \ 27Z, on trouve

+00 qj 3 _
> M = Arctan (M) = Arctan tan <7T x)
=1 n 1 — cos(x) 2
+00 qJ _
En particulier Ve €]0;2m| > sin(n) _T 5 *
n=1 n

Ce résultat est un classique de la théorie des séries de Fourier (hors programme. . .)



