ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°40

Exercice 1 (*)

Déterminer les limites des suites de terme général :

1. /og cos(t)" dt 2. /O+°<> (t—[t]) e tdt 3. /0+0<> (sir;(t))" dt

Corrigé : 1. On a

‘v’te]O;g} cos(t)" —— 0 et ‘v’(n,t)ENx}O;g} 0<cos(t)" <1

n—oo

™
avec t — 1 intégrable sur ] 0; 5 } Par convergence dominée, on conclut

/2 cos(t)* dt —— 0
0

n—oo

2. On a ViER  0<i—[t] <1
puis Vit >0 (t—t)e " ——0 et 0<(t—[t])e P <e®
n—oo
+00
avec t — e~ ! intégrable sur [0;+o0[ puisque / et dt = [—e”!];> = 1. Par convergence
0

dominée, on conclut

/m(t—m)”e—tdt%o

n—oo

3. L’intégrale est bien convergente pour n = 1 (intégrale de Dirichlet). Une étude de fonction
permet d’établir

vVt >0 sin(t) <t

d’ou Vie]0;m| sin(t)| =sin(t) <t et Vi=n sin(t) <1< w <t
Par suite
V>0 (S”;()> 0 et Vn>=2 Wi>0 0< w‘ g(%)
n—oo

sin(t
avec p : t — (#) intégrable sur |0;+o00[ car ¢ est prolongeable par continuité en 0 et

1
e(t) = O <—) Par convergence dominée, on conclut

12
+0oo : n
/ (sm(t) ) g4t 0
0 t n—00

Exercice 2 (*)

Déterminer un équivalent des suites de terme général :

1



1. dt n . e " dt
41+t 2[ In(1+ ) dt [

Corrigé : 1. Pour n entier non nul, le changement de variable u = t" donne

1 1 1
n 1 :
/ dt:—/ Y du
o 1+t nJo 14 un

1 1

n 1 n

Y - —— — et V(n,u) e N*x]0;1] 0 < = r <1
1+ un n—oo 2 1+ un

Par convergence dominée, il vient

1 1 1

n d 1
[ =]
01_|_u5 n—o00 02 2

Loy 1
On conclut / dt ~ —
0 1+t n—+oo 21,

Puis  VYue€]0;1]

2. Soit n entier non nul. Avec les changements de variables successifs u =t — 1 puis v = nu, il

vient
1+1 . !
mA+mdi= [ ml+0+u)du=-[ Wm(1+(1+2)) a
[ maeeya= Moo asonde= (i (1+2)7) @
Puis
V\" v
Yo e [0:1] ln<1+(1+5>>mln(l+e)
et V(n,v) € N* x [0;1] Oéln(1+(1+%>n)<1n(1+e”)<1n(1—|—e)

la domination résultant de l'inégalité de convexité In(1 + z) < z pour x > —1. La dominante
étant clairement intégrable sur [0; 1], il s’ensuit

/Olln(l—i—(l—k%)n) dv —— 1ln(1+e”) dv

n—oo 0
1+1 1 [t
On conclut / In(1+¢")dt ~ —/ In(1+e”) dv
1 n—+oo M, 0

3. Soit n entier non nul. On pose v = t". On trouve

+00 N 1 +Ooe—u
/ et dt:—/ un du
1 nJjy u

—Uu

On a Yu >1 Un > et 0K
u n—oo u u

La dominante u — e ™" est continue sur |1;+00| avec e ™ = o| — | d’oi son intégrabilité
J 2
U—+00 Uu

par comparaison et critére de Riemann. Par convergence dominée, on conclut

+00 1 +00 . —u
_4n €
e dt ~ = du
1 n—+oo 1 J4 n

Exercice 3 (**)

Déterminer la nature des séries de terme général :
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o dt 147 In(t)
1. (=1)" —_— 2.
( )/1 (1 + t)tntl /0 1+t d

Corrigé : 1. On pose  V(n,t) e Nx [1;+00] fa(t) = (1 + t)tnt!

1
Pour n entier, on a f, € €,,([1;+00[,R) avec f,(t) = O (t_2> d’ott son intégrabilité sur
—+00
[1;+00][. Puis
1 1 1

Vi > 1 »0 et V(n,t) e Nx|?; 0 ———— < =
T+ o o t) € R ool (14 t)ntt = g2

1
La dominante ¢ — 2 est intégrable sur | 1;+00 [ et par convergence dominée

/+oo dt 0
1 (I aseo
+00

La suite (f,,), est clairement décroissante d’ott la décroissance de la suite des intégrales fa(t)dt
1

par croissance de l'intégrale. D’aprés le théoréme des séries alternées, on conclut

+00 dt
La série de terme général (—1)”/1 Ao converge.
t" In(t
2. On pose V(n,t) e Nx]0;1] folt) = . —Ifi(t)

1
Pour n entier, on a f, € €,,(]0;1],R) avec f,(t) =, 0 (—> d’out son intégrabilité sur |0;1].
%

Vi
1
On peut montrer par convergence dominée que fu(t) dt —— 0 mais ¢a ne suffit pas pour
n—o0

0
conclure. Pour n entier non nul, le changement de variable u = t" donne

1 1
t" In(t 1 1
/—n()dt:—2 nulu%du
o 141 n“Jo 1+ un
Puis
1 1 1
Vue]0;1] nulu% DY et V(n,u) € N* x]0;1] Oé' nulu% <—lnu
1 + un n—oo 2 1 + un
1
La dominante u +— — Inwu est intégrable sur ] 0; 1] puisque In(t) =, 0 <_t> Par convergence
—

dominée, il vient

1 1
1 1 1
/ nulu%du—>— Inudu=—=

o 1+un nreo 0 2

Liny 1
don /t ) g = o(-)
0 1+t n—+00 n2

L4 In(t)

On conclut dt converge.

La série de terme général /
0




Exercice 4 (*)
Soit f € €°([0;1],R) avec f(1) # 0.

Déterminer un équivalent simple pour n — +oo de / tf(t) de
0

Corrigé : Soit n entier non nul. On pose u =t". On a

/Ot”f / fu un du

Puis Vu e ]0;1] Flumyur — f(1) ‘f un)

n—oo

< Il

La dominante v — || f]|~ est clairement intégrable sur | 0; 1] et par convergence dominée, il vient

/fm Jut du —— [ f(1)du= f(1) #0

1
Ainsi /t"f(t) dt ~ f_
0

Exercice 5 (**)

Déterminer les limites de la suite de terme général :

n t n +00 | +00
1./ <1+—) e 2t dt 2./ _— n dt 3./ %
n "4 e
0 0 1:[( 0

k+t)

Corrigé : 1. On pose

(t) = <1+ %)ne_% site[0;n]

0 sit>n

VE>0 Va1 f,

Pour ¢t > 0, on at € [0;n] pour n assez grand et avec l'inégalité de concavité In(1 + u) < u
pour u = 0

Fult) = enn(1+)  —2t _ tto(1) -2t et et 0< folt) <efe 2 =et

n—oo

avec t — e~ intégrable sur R,. Ainsi, par convergence dominée

n £\" +00
/ (1+—> e 2t dt —— e tdt=1

n!

2. On pose Vvt >0 Vn > 2 fult) =

TL

[1t+k)

k=1

1x2
(t+ 1)(t+2)
qui fournit une dominante intégrable indépendante de n. Puis on écrit

VE>0  fu(t) =exp (‘éln <1 * £>>

Pour n > 2, on a vVt >0 < fult) <
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Or vVt >0 zn:ln<1+£)—>+oo

b1 k n—00

. . . . . o . t t
puisqu’il s’agit d’'une somme partielle de série positive divergente avec In <1 + E) P On
—+00

en déduit f,(t) — 0 pour tout ¢t > 0 et par convergence dominée, on conclut
n—oo

+00 '
/ At ——0
0 H (k’ + t) n—oo

k=1
bodt oo ¢
3. On pose Vn € N In:/ et an/ -
0 tn+et 1 tn+et
0 Ve [01] L et et 0 et
na ; — e e e
t" 4+ et n—oo Srtet
. vt > 1 — t 0< 1 <ot
puis P e \t"+et\e

Comme ¢ +— e ™" est intégrable sur [0;1[ et sur | 1;+00 [, par convergence dominée, on conclut

+00 dt 1
/ Lt dy—— [ et
0 tn 4 et n—oo  Jq

Exercice 6 (**)

bode
On pose Vn e N L, :/
0 1+4tn

. . .. 1
Déterminer un développement asymptotique de I,, pour n — +00 a une précision o (—)
n

Corrigé : Pour t € [0;1], on a

1
——1 et YneN 0<

14+1t" n—oo N
avec t — 1 intégrable sur [0; 1. Par convergence dominée, il vient
1 1
dt
/ %/ dt =1
0 1+t nooo 0
-
Puis Vn € N In—lz—/ dt
0 14+1tn
Pour n entier non nul, on pose u = t". Il vient
1Y un
I, — 1= ——/ " du
nJtg 1+u
Pour v €]0;1], on a
un 1 "
n un
et Vn e N* 0< <1
14+ u noo 14w 1+u

Comme v +— 1 est intégrable sur | 0; 1], il vient par convergence dominée



U du

L,—-1) — — = —1In(2
nlo-1) o - [ {55 =m0
Ainsi Inzl—ln@)—i—o(l)

n n

Variante : On peut aussi réaliser une intégration par parties sur I, — 1 avec n entier non nul.

On a

1

1 t’n,fl t 1 1
In—lz—/ tdt:—[—ln(l—l—t”)} +—/ In(1 4 ¢") dt
o L4+t n o NJo

Avec l'inégalité de concavité In(1 + u) < u pour u > —1, on établit que I'intégrale est de limite
nulle et on retrouve le résultat précédent.

Exercice 7 (**)

s

2 1 Vn t2 n
1. Montrer Vn € N* / sin(t)?" T dt = — (1 - —) dt
0 0

™

2. On rappelle /2 sin(t)" dt  ~ —
0

n—+oc0 V 2n

+0o0
En déduire la valeur de 'intégrale de Gauss / et dt.
0

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. On pose u = cos(t) puis u = et on obtient

-

n
/Z sin(t)* 1 dt = /2(1 — cos(t)?) sin(t) dt = /1(1 —u?) du = L/\/ﬁ (1 — ﬁ>n dt
0 0 0 vn lo n
2. On . _(i-tY
: pose V(n,t) € N* x R, falt) = (1 n) ]l[o;ﬁ](t)
On a pour ¢t > 0 fn(t) — e et VneN* 0< fult) <e

t2

d’aprés 'inégalité de concavité In(1 — u) < —u pour w € [0;1[. Comme t — e~* est intégrable

. _ 42 .o,
sur [0;+00 [ puisque e " =0 (—), on conclut par convergence dominée

t2
vn t2 n +00 )
/ (1——) dt — et dt
0 n n—00 0
. E T
Avec 'équivalent / sin?"tltdt ~ VT
0 n—+00 2\/5
+00
™
On conclut / et dt = \/T_
0




Exercice 8 (*)
+00o t
Montrer que dt = ﬁg <§>

+00
On rappelle 1'égalité / e dt = Y-
0

Vi Ve oo

5

PP _ _ —(n+1)t
Corrigé : On a YVt >0 et—1_1—e—t_\/igoe( )
Posons V(n,t) € Nx]0;+00] fult) = Vte (11
Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur | 0; +0o | et intégrables sur cet intervalle puisque

1

fn(t) L= O (t_Q) La série de fonctions ) f,, converge simplement vers ¢ +— continue

—+00 e’ —
par morceaux sur |0;+oo [. Puis, le changement de variable u = (n + 1)t donne

+00 1 +00
Vn € N / ) dt = —— [ e du
0 (n+1)2Jo

+00
d’out la convergence de la série Z/ |fn(t)| dt. Le changement u = v? puis une intégration par
0

parties donne

+00o +00o ) 97 400 +0o0 9
we " du = 2 v2e " dv = |—ve™? + e " dv
f
0 0 0

0
Par intégration terme a terme, on conclut

v dt = +OO\/ﬂe*“ duio; = ﬁ{“ <§>

o e'—1 0 nzo(n—i—l)% 2

Exercice 9 (*)

+00 dt
Déterminer la nature de la série —
1o (L+83)n

Corrigé : Supposons la série convergente. D’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, la

+00 1
fonction t — ) ———— est intégrable sur |0;+o00| et on a
n;l (1 + t3)n g ] + [
400 +00 dt +00 +00 1 +0o0o 1 1 +00 dt
> —:/ <E—) dt:/ dt:/ &t
2l ey Jy &t o 1wty L 0o B
1+
Cette intégrale étant clairement divergente, on en déduit que ’hypothése est fausse et on conclut
+0oo dt
La série ——— diverge.
L)y aeep

Exercice 10 (*)

1 "n(t
Montrer que — = / ﬂ dt
0



in_(ti = - ln(t):z::zt”

Corrigé : On a Vtel0;1]

1
Pour n entier, on a t — t"In(t) € €(]0;1],R) avec t"In(t) =, 0 (—\/%> par croissances com-
—

parées d’ou son intégrabilité et en intégrant par parties, tous les crochets sont finis, nuls et on

a
t”ﬂln(t)T ! /1tndt— !
n+1 1, n+1)  (n+1)2

1
1
Comme 2/ [t In(t)| dt = ZW converge par critére de Riemann, on conclut en intégrant
0 n

terme a terme

/;%dt:/l (f_tﬂn(t)> dt:g Ol_tnln(t>dt:+z‘°° .

1
VneN /t"ln(t) dt =
0




