ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°41

Exercice 1 (***)

n t —-n
Déterminer lim In(t) <1 + —> dt
n—+0oo 0 n
Corrigé : On pose

V(n,t) € N* x]0: 400 fult) = In(t) (1 4 %)n Lo (8)

On a Vi>0  fu(t) —— In(t)e ™"

n—oo

L’inégalité classique de concavité In(1 4+ u) < w pour u > —1 ne permet pas d’établir une
domination. En développant le binéme, on observe

t\" — 1t t?
Vn > 2 vt >0 (1—1——) 21—1—” — =21+ —
n n 2 4
don =2 W0 L) <et) avee o) = mOL
1+ 12/4
. . 1
La dominante ¢ est continue par morceaux sur |0;+o00 | avec ¢(t) =, 0 (%) et p(t) LT

1
) <—3> d’ont son intégrabilité sur | 0;+oo [. Par convergence dominée, on conclut
t2

n t i 400
/ In(t) (1 + —) dt — In(t)e~*dt
0 n

n—oo 0

Exercice 2 (**%*)

! dt
On pose Vn € N* Up :/
o 1+t+...+trt

1
Déterminer un développement asymptotique a trois termes de u,, par rapport a — pour n — +00.
n

Corrigé : Soit n entier non nul. L’intégrale définissant w,, est bien définie en tant qu’intégrale
de fonction continue sur un segment. On observe I'égalité avec I'intégrale faussement impropre

en 1
1
1—1
Uy = / — dt
1—1 1
On a Vte [0;1] ——1—t et 0< <1
1 —1t" n—oo 1+t+... .+t
La dominante ¢ — 1 étant clairement intégrable sur [0; 1], il vient par convergence dominée
1
1
Uy, — [ (I1—t)dt ==
n—oo  J 2



Puis, il vient par linéarité de I'intégrale

1 Lrl—¢ L=
un———/< —(1—t)>dt_/gdt
2 o \1—¢n o 1—1tn

Le changement de variable u = t" donne

1 1 ['1—ur
un————/ U du
0

2 n 1—u
n(uw 1 ].
Avec le développement asymptotique 1 — ur =1 —e 5" = —M +o0 (—), il vient
n n
1—ur 1
Vue]0;1] n(l—u >u% /_n(u)
1—u n—00 1—u

et avec 'inégalité de convexité 1 —e® < —x pour x réel

V(n,u) € N* x]0;1] O<MU%<_IH(U>

1—u I
—In(u)
1

La dominante v —

est prolongeable par continuité en 0 et 1 et donc intégrable sur

]0;1[. Par convergence dominée, il vient

1 _ L ) 1
o l—u nsoo Jo 1—u

1 1 [t=1 1
Ainsi U, = —=-+— ﬂdu—l—o(—Q)
n

n—+oo 2 n20 1—u

Remarque : En justifiant la permutation des symboles, on peut établir

/0 —Inu) du = /o — In(u) éu” du = § o In(u)u™ du = ¢(2)

1—u

Variante : Soit n entier non nul. On a

1t ! +00
un:/ dt:/ (1—t)> thn dt
o 1—1tr 0 k=0

On pose V(k,t) e Nx[0;1] fe(t) = (1 = t)tkn

Pour k entier, on a f; intégrable sur [0; 1] car prolongeable par continuité sur le segment [0;1]
+00

puis Y fr converge simplement sur [0; 1] avec »_ fi continue par morceaux sur [0; 1| puisque
k=0

1—t
c’est précisément l'intégrande ¢ — T Enfin, on a

11 }—Z 1
kn+1 kn+2l  “(kn+1)(kn+2)

5 [0l ar =5 [ (- o= 2{

1
série convergente puisque (en + 1)(kn +2) e O (k2> Ainsi, par intégration terme a terme,
on trouve
+oo 1 +00 1 1 +00 1
= t)dt = = -+
kzzo 0 Je®) ,fzzo(km )(kn+2) 2 ;wm 1)(kn + 2)
n2
On pose V(k,n) € (N*)?  wg(n) =

(kn +1)(kn + 2)



1 1
On a Y(kn) € (N2 0<u(n) < o5 et wp(n) — o5

Par conséquent, la série > vy converge normalement donc uniformément sur N* et par double
limite
400

gvk(n) Y dim w(n) = (2)

n—o0 k=1 n—+0o0o

1 1 & 1 1
Et on retrouve Un = 5+ ﬁkz::lvk(n) 3t (€(2) +o(1))
Exercice 3 (***)
n t 7’742
Déterminer lim cos <—> dt
n—+oo 0 n

Corrigé : On pose
2

V(n,t) e N* xR, fn(t) = cos <%>n Lio.n(2)

On admet que [0;1] C [O;g [ ce qui justifie que f,, est a valeurs dans |0;+o00[. Soit ¢ > 0.
Pourn >t, on a
2

) = artmen(2) _ (o) _ ooy o8

n—+oo
Il faut ensuit majorer un peu finement le cos. Par concavité et position graphe/corde, on a

2
Yu € [O;g} sin(u)};u

et apres intégration
2

u u2
Yu € [O;z] / sin(t)dtzl—cos(u)}/ Stdt ==
2 0 0

7r T
: m u?
autrement dit Yu € [O ; E] 1 —— > cos(u)
7r
yJ\ y/\
y = sin(x)
2
y=—u
s
z?
y=1-—
m
> X > T
y = cos(x)

Il s’ensuit, en combinant I'inégalité précédente avec 'inégalité de concavité In(1 —u) < —u pour
u<l1



V(n,t) € N*x e R, 0< fult) <e w) <e w

g s oz ss s 1t 2 . _tZ .
I'inégalité étant trivialement réalisée pour ¢ > n. La dominante ¢ — e~ = est continue sur

_i2 1 . o e : s
[0;+00[ avec e~ = L= O 2 d’ott son intégrabilité sur [0;+oo [ par comparaison et critére
—+00

de Riemann. Ainsi, par convergence dominée, on conclut

n t n2 +00 2
/ cos (—> dt —— ez dt

Remarque : On peut aussi procéder avec l'inégalité de Taylor-Lagrange en utilisant
2 t4
VieR cos(t) — 1+ — < —
H=1+35 <73

Ainsi, pour n entier non nul et £ € [0;n ]

t t
n?1n cos (—) < n? <COS <—) — 1)

n n
ot 2t
ST G T
> T S T2
ce qui fournit ensuite une dominante intégrable.

~X

Exercice 4 (**)

Soit (n,z) € N* x |0;+00[. On pose

n' +oo n t n
() = — F(x):/ (-l dt In(x):/ o1 (1——> dt
0 0

(x + k) "

=

k=1

1. Justifier que I'(z) est bien définie pour z > 0.

2. Montrer YV >0 I, () — I'(2)

n—oo

3. En déduire un équivalent simple de u,(z) pour x > 0 quand n — +o0.

Corrigé : 1. Soit > 0. On a f: ¢t — te ™" € €y, (]0;+00[,R) avec

ft) =0 (tllx) et ), 5.0 (% >

Ainsi, la fonction f intégrable sur |0;1] et [1;+00[ d’ou

La fonction I" est bien définie sur |0 ;+o0 [.

t n
2. On pose V(t,n) € ]0;+00[ x N* fo(t) =t=1 (1 - —) Tyo.n((2)
n
Clairement, vt >0 fult) —— t*le ™t
n—oo

Avec l'inégalité classique In(1 + u) < u pour u > —1, on obtient

W(t,n) €]0400 [ X N° 0K fult) = e 001y (1) < e

Par convergence dominée YV >0 I, () — I'(2)

n—o0




3. Avec le changement de variables ¢ = nu, on obtient
1
Vo >0 I(z) = n‘”/ w1 —u)" du
0

Aprés n intégrations par parties, il vient

1 | 1
/ T R L / wn =l du = “’f)
0 I1(x+k)”°

k=0
r
Par conséquent Vo >0 up(x) ~ 2T (2)
n—+oo N
Exercice 5 (**)
1 — cos(t oo 1
Montrer / tLS() dt =Y ————
0 et —1 azin(n? +1)

Corrigé : On a

vt s 0 1 ;Ci)sl(t) _ (1 —1C_ose(t_)t)e—t (1 coslt ))Ze _

Posons V(n,t) e Nx]0;+00] fa(t) = (1 — cos(t))e "+t
Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur |0;+00 | et intégrables sur cet intervalle car

1
prolongeables par continuité en 0 et f, () L= O <t_2 . La série de fonctions »_f, converge
—+400

simplement vers t — continue par morceaux sur |0;+oo[. Puis, par linéarité car

convergence des intégrales concernées, il vient
+00 +0o0
/ | fa(t)] dt = / (1 — cos(t))e (Dt q¢
0 0

“+00 +00 ) 1 1
_ / e~ df — Re / o~ (1 g — CRe
0 0 n+1 n+1+1

+00 1
/0 Ol = S T )

La série ) / | fn(t)] dt converge clairement et par intégration terme & terme

/OMLOS@) df — +oo+fjofn(t) dt =5 +oofn(lt) d=S—t

et —1 0 n=0 n=0J0 nmin(n? + 1)

Exercice 6 (***)

1
On pose V(p,q) eN* T,,= / tP(1 — )7 dt
0

1. Pour (p,q) € N?, déterminer une expression de I, , avec des factorielles.
1

@n+1)(3")

2. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série >



Corrigé : 1. En intégrant par parties (fonctions '), il vient

1 tp—i—l 1 —¢)¢ 1 1
Ip,qz/tp(l—t)q dt = { (-1 } + 1 /tp+1(1—t)q_1 dt
0

p+1 o p+1J
Autrement dit V(p,q) € N x N* L, = %Ipﬂ,q_l
Par une récurrence immédiate, on obtient
x(¢—1) X
V(p,q) e Nx N L, 0
( P (p+ ) (p+2) x (p+Q) o
! 1
avec I = | tPHdt = ——
preb /o p+q+1
) I Ix...x(p—1)xpxgq I plq! 1
puis q= 0=
P Ixxpx (D) x x0T 0+ (P g+ 1)
1
D’ou V(p,q) e Nx N I
(p,q) Pq (p+q+ 1)(p+q)

2. Notons u,, = I, , pour n entier. D’aprés le résultat de la question précédente, on a

1
Vn € N Uy = —————————
(2n+1)(*")
. om+1 1)2 1
et Vn € N Untl _ 21+ (n+1) 5

U, 2n+3(2n+2)(2n + 3) noo 4

D’aprés le critére de d’Alembert, la série Y u,, converge. On veut ensuite calculer la somme
1

+00o +00o
Yun= 3 t”(l — ) dt

1
Comme > t"(1 — t)™ converge pour tout t € [0;1] avec Zt”(l —t)" = BT et comme
n=0 —t(l =
> / t"(1 —t)™ dt converge, il vient d’aprés le théoréme d’intégration terme a terme

+oo 1 ) 1 dt
(1 — )" dt = t”l—t”dt:/—
X ), ramtmdt= Joo U=l =

Enfin, par les techniques habituelles de calcul intégral, on trouve

/1 dt _/1 dt

o L—t(1—t)  Jy (t—1/2)*+3/4
5 du 5 du {2 <2u>}
/;u2+3/4 /0u2—|—3/4 V3 oAE/

1 21v/3
5

——— = converge et sa somme vaut
@2n+ 1)) 8

On conclut La série )

1
Remarque : Pour n entier, avec 'égalité u,, = / (t(1 —t))™ dt, on peut observer

0<u, < /—dt

ce qui prouve la convergence de > u, par comparaison.

6



Exercice 7 (***)

2 oo 2
On pose V(n,p) € N? ay, = / tPcos(t)"dt et I,= / e~z dt
0 0
1. Justifier la convergence de l'intégrale définissant I, pour p entier.
2. Etablir inHan — I,

n—00

2
Corrigé : 1. Soit p entier. L'intégrande t — tPe 2 est continue sur [0;+00 ] et par croissances

1

) _& . R .
comparées, on a tPfe”2 =0 (t_2> Par comparaison et critére de Riemann, on a

L’intégrale définissant I, est convergente pour tout p entier.

2. Avec le changement de variables u = \/nt, il vient pour (p,n) € N x N*

+00
n's a, = i fn(u) du avec Yu >0 fn(u) = uP cos™ (%) ]l[o;\/ﬁg[
u u2
Ona Yu>0 fo(u) = upenlnws(ﬁ) = upenln(l_%%(%)) — e o)y ype=y

n—0o0

Reste a établir une domination. Par convexité, on a Inxz < z — 1 pour x > 0 d’ou

Yu >0 0< fn(u) < upe—n<1—c05(i

. . ) 2
Toujours par convexité, on a sinx > %x pour z € [O;
2
Yu >0 0< folu) < wre~2(3) i = yre

. — 242 . _ 2,2
La dominante u +— uPe” 2" est continue sur [0;+00 [ et uPe 2"

1 .
O (—2 ce qul prouve son
u

intégrabilité. Par convergence dominée, on conclut

p+1
nza, —I,
n—oo
Exercice 8 (***%*)
+00 dt
On pose Vn > 2 U,y = /
o L+tn

1. Justifier que la suite (u,), est bien définie puis déterminer un développement asympto-
tique a trois termes pour n — +00.

2. Montrer la convergence de la série ) (u,, — 1) puis déterminer un équivalent simple de
son reste d’ordre n.

1

Corrigé : 1. On pose VvVt >0 Vn > 2 fult) = T

1
Pourn > 2,ona f, € ¢(R,,R) et fn(t)t ool Ainsi, d’aprés le critére de Riemann, la fonction
—+00

fn est intégrable sur R, ce qui prouve que

La suite (u,), est bien définie.




Selon la position de ¢ vis-a-vis de 1, la limite simple de (f,,(t)), n’est pas la méme. D’apres la

relation de Chasles, on a
1 +00
dt dt
Vn > 2 Uy = / + /
o 14+tn 1 Ll4t»

1
—— 1 et 0K <1
1+4+1t" nooo ¢ Sl

La fonction constante égale a 1 est intégrale sur I'intervalle [0;1[ d’ou, par convergence dominée

1 1
dt
/ —>/ dt =1
0 1+t nooo 0

—_

On a Vte[0;1]

1 1
Puis vVt > 1 — 0 et 0 <
1+t nooo L+t =142
1
La dominante t — e est intégrable sur | 1;+o00[ d’ot, par convergence dominée
/+oo dt
— 0
1 14+t nooco
Ainsi Uy, — 1

n—oo

On va donc s’intéresser au comportement asymptotique de la suite (u, — 1),. Soit n entier non
nul. Avec le changement de variable u = 1/¢, on obtient

1 1 n—2
dt
Vn > 2 un:/ +/ Y du
0 L+1t7 0o 1L+ umr

1un(1 _ U,2)

1 4 ynt2

d’ou Vn € N Upio — 1 = /
0

Avec le changement de variables ¢ = u™, on obtient

2
111 —tr 1 in(l—eam®
un+2—1:—/ ——tadt = ( _ >tidt
nJo 1+ttn n?Jo  1+4tta
2

n(l—enm® “91n(t
On a Vte]0;1] ( . >trlz - n(t)
1+ ¢ n—00 1+t

On a 1 —e® < —x pour tout x réel par inégalité de concavité et par suite

n <1 — e%ln(t)> 1 —21In(t)

LSS

Vn>=2 Vte]0;1]  0<

1+ ¢i+2 1+ ¢2
. . —21n(t) 1 . _ o
La dominante est continue sur |0;1] et on a ——*> = o| —= | d’ou son intégrabilité. Par
1+¢2 t—0 \/E
convergence dominée, il vient
1
—21In(t)
2ty — 1 / t
n*(Un 12 )n_m o 1+t
2 ('In(t 1
On en déduit Uy, = 1——2/Mdt+o<—>
n—+00 n*Jy 14+t n?




2. On a U, —1 = O(%)
n

n—+oo

Par comparaison et critére de Riemann, la série ) (u, — 1) converge. Puis, par sommation des

relations de comparaison, comme
2 ('In(t
ot 20,
n—too N2 Jq 1+t

+00 1 1 t too ]
il vient > (up—1) ~ —2/ In(t) dt =
k=n+1 n—r+00 0 1 +t k=n+1 k

et par comparaison série/intégrale, on trouve
1 eede 1
— ~d —_— = —
k=n-+1 k2 n—r+00 /n t2 n

On conelut | La série 3(u, — 1) 5 () 2/”““)@
n conclu a serie Up — converge e U — ~ = Pa—
& ki1 g n—too n fJo 141

Remarque : Avec I'égalité

1, n 2
u™(1 —u?)
Y N nto — 1 = - 7
ne tn+2 /0 1+ ynt2
on obtient 'encadrement
1
1 1 2 1
VneN  0<uns—1< | un(l—u?)du= _ _ :o(—>
" R /ou( v du n+l n+3 (n+1)(n+3) n?

ce qui suffit & prouver la convergence de ) (u, — 1) mais est en revanche insuffisant pour un
équivalent du reste.

Exercice 9 (***%*)

On rappelle 'existence de la constante v d’Euler définie par

n o]
v = lim Z%—ln(n)

n—+oo k=1

+00
Justifier Pexistence et calculer / In(t)e " dt.
0

Corrigé : On pose f:]0;+00[ = Rt In(t)e ™. On a f € €,n(]0;+00[,R) avec

) =0 (%) v 1), = o (3)

Par comparaison et critére de Riemann

+00
L’intégrale / In(t)e ~* dt converge absolument.
0

Pour n entier non nul, on pose

In(t) (1—£>n site]0;n]

n
0 sit>n

VEZ0  falt) =



Pourt >0etn >t ona

Fu(t) = In(t) (1 - 3>n = In(t)e"™(17%) = In(t)e o) 5 In(t)e~*

n n—>00
et avec 'inégalité de concavité In(1 — u) < —u pour u < 1, on obtient
V(n,t) € N* x]0;+00] 0 < fo(t) < |In(t)]e™?

I'inégalité étant trivialement réalisée pour ¢ > n. Ainsi, par convergence dominée, on a

/On In(t) <1 — %)n dt = O+Oofn(t) dt —— . In(t)e " dt

n—oo 0

On note Vn € N* I, = / In(t) (1 — i) dt
0

n

Soit n entier non nul. Avec le changement de variable ¢ = nu, on obtient

I, = n/olln(nu)(l ) du = nln(n)/ol(l ) du+n/01 In(u)(1 — w)" du

= In(n) + n/o (1 —w)”In(u) du

Pour l'intégrale restante, on procéde en intégrant par parties avec un bon choix de primitive
1—(1—u)"tt
n+1

et u — In(u) sont de classe €*

pour garantir un crochet fini. Les fonctions u —
sur |0;1] avec
1—(1—u)"t 1—(1—=(n+)u+o(u))
e = 1 In(u) = (14 o(1))uln(u) — 0
par croissances comparées. Ainsi, le crochet étant fini, on obtient

/01(1—u)”1n(u)du:{1_(1_u)n+11n(u)]:+ ! /1(1_u)n+1_1du

n+1 n+1J/, u

=0

/

Enfin, un dernier changement de variable v =1 — u donne

1 1
11—t —1 1 1 —ontt 1 1 ntl]
/( v) du = — / T dv=-— ZU -
0

U n+1), 1—v n+1 n—l—lk:lE

Par conséquent, on a

n n o1 1
I = R - s
" n—l—l( n(n) - ;1]{: n—l—l) oo

“+00
Et on conclut / ln(t)e_t dt = —
0

10



