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Corrigé du devoir en temps libre n°07

Probléme 1

Si K est vide ou U = E, le résultat est immédiat. On suppose K non vide et U # E et on pose
Ve e E o(x) =d(z,EXU)

C’est une application continue sur E car 1-lipschitzienne. Par conséquent, 'application ¢ atteint
un minimum sur K en a € K et comme a ¢ E \ U fermé, il s’ensuit

ola) =d(a,EXTU) >0
On pose 7 = ¢(a). Soit x € K, on a d(z, E \ U) > r. Par conséquent, pour y ¢ U, on a
d(z,y) > inf.gud(z,2) =d(z, EXU) > r

ce qui prouve E~NUCENB(z,r)
Par complémentation, on conclut

Ir>0 | VeekK B(z,r) Cc U

Variante : Par I'absurde, supposons

Vr >0 dJreK | B(z,r)ZU

d’otl Vn > 1 dz, €e K | B(z,,1/n) ¢ U

La suite (x,), est & valeurs dans K compact d’ou l'existence d’une extractrice ¢ telle que
Tymy — «. Par ailleurs, pour tout n > 1, on a B(x,,1/n) ¢ U d’ou lexistence de y, €

n—0o0

B(zn,1/n) N U. On a ||%4m) — Yom)l| —— 0 d’0l Yy —— 2. Or, la suite (y,), est & valeurs
n—oo n—oo
dans E \ U fermé d’ou z = lim y,,) € E X U ce qui contredit z € K C U. Le résultat suit.
n—-+00

Probléme 11

1. L’homogénéité et 'inégalité triangulaire résulte des propriétés de la norme infinie sur l’en-
semble des fonctions bornées de [0; 1] dans R puisque les fonctions polynomiales sont continues
et donc bornées sur [0;1]. Soit P € E tel que |P|oc = 0. On a P(¢t) = 0 pour tout ¢t € [0;1]
d’oll une infinité de racines pour P ce qui prouve sa nullité. On conclut

L’application || - ||« est une norme sur E.

2. Soit (i)i<i<n € R™ tel que iaiLg = (i%h‘)/ = 0. On en déduit que i%’Li est un
polynoéme constant. En substitu;li X par zégl, comme L;(0) = 0 pour i € |1 ;Zr:zl]], il s’ensuit
Xn:aiLi = 0 d’ou la nullité des a; puisque (L;)1<i<p, est extraite de la famille libre (L;)o<i<p. Par
ch)lnséquent, la famille Z = (L!)1<;<, est libre, formée d’éléments de E et de cardinal égal a
dim E. On conclut

| La famille 2 est une base de E.]




n
3. Pour P € E, on dispose d’un unique (o;)1<i<n, € R™ tel que P = Y ;L. I vient
i=1

vieliin]l @P)= /0 K (iilaiL,)/(t) dt LG:loziLi(t)Kj _ Zflaiai,j .

Par conséquent VP € A |IPllcc.z = Max ]04]| = Max | ©;(P)]
j€ll;n j€ll;n
4. 1l est immédiat que A est la boule unité fermée de E muni de || - ||c.2. L'espace E étant

de dimension finie, le choix de la norme est sans incidence et les compacts sont exactement les
fermés bornés. On conclut

’La partie A est un compact de E. ‘

5. En considérant la norme || - ||, on a clairement ||Py|| 2 — 0 et par équivalence des
—+00

normes en dimension infinie, on conclut

[Pilloc ——0
k—+00

Probléme III1

1. Soient (P,Q) € A, et A €[0;1]. On a AP + (1 — \)Q € Rx[X] puis
AP+ (1-N)Q) (~1) = AP+ (1-NQ)(1)=A+1-A=1

et Ve e |[—1;1] (AP 4+ (1 =X)Q) (x) = AP(x) + (1 = N)Q(z) =0
Ainsi [’ensemble Ay est une partie convexe de Ry[X].
2. L’application ||-|| est bien définie puisqu’une fonction polynomiale est continue donc intégrable

sur un segment. Pour (P, \) € Rx[X] x R, on a par linéarité de 'intégrale
el= [ el@ar= [ el = ie
Pour (P, Q) € Rx[X]?, il vient par inégalité triangulaire
P+l = [ 1l s [ gpol oD a= 1)+l

Enfin, pour P € Ry[X], la fonction ¢ — |P(¢)| étant continue positive, il vient par séparation
1
P =0 < / P@) dt =0 « Vie[=1:1]  [P(t) =0
-1

Le polyndome P admet une infinité de racines d’ou sa nullité. On conclut

1
L’application P — / |P(t)| dt est une norme sur Ry[X].
-1

3. On pose V(z,P) € [—1;1] x Rx[X] 0.(P) = P(x)

Pour z € [—1;1], Pévaluation ¢, est une forme linéaire sur I'espace Ry[X] de dimension finie
ce qui prouve qu'il s’agit d’une application continue de Ry[X] muni de || - ||; dans R. Enfin,
I’ensemble Ay peut s’écrire



Av=er {) nea{1Hn () ' ([05+00])

z€]—151]

intersection d’images réciproques de fermés par des applications continues, autrement dit inter-
section de fermés. On conclut

L’ensemble Ay est une fermé de (Rnx[X], | - ||1)-

4. Pour P € Ay, on a L(P) > 0 par positivité de I'intégrale. L’ensemble {L(P),P € Ay} est une
partie non vide de R minorée par 0 et admet donc une borne inférieure finie. Par caractérisation
séquentielle, il existe (P,), € AY telle que

L(Pn> — aN
n—oo

On remarque que pour P € Ay, on a L(P) = ||P||; puisque P est positif. La suite (L(P,,)),, étant
convergente, on a

VneN  ||Pu|, = L(P,) = O(1)

Par conséquent, il existe M > 0 telle que la suite (P,,), est & valeurs Ay N By(0, M), fermé en
tant qu’intersection de fermés et borné dans espace de dimension finie donc compact. Par suite,
il existe une extractrice ¢ telle que

Pcp(n) —— P e AynN Bf((), M)

n—oo

puis, par continuité de L L(Pym)) — L(P)

n—oQ

Par unicité de la limite, on conclut

Il existe P € Ay tel que L(P) = ax.

5. Soit (P, Q) € B et A € [0;1]. Par linéarité de L, il vient
LOWP + (1= A)Q) = AL(P) + (1 = VL(Q) = (A + 1 — Nax = ax

On a By = Ax N L' ({ax}) fermé comme intersection de fermeés puisque L~!({ax}) est image
réciproque d’un fermé par l'application continue L. Enfin pour P € By, on a ||P||; = L(P) = ax
d’ott By C S(0,ax) ce qui prouve son caractére borné. L’espace Ry[X] étant de dimension finie,
on conclut

’L’ensemble By est un partie convexe compacte. ‘

6. On sait que By est une partie non vide d’aprés le résultat de la question 4. Soit P € By. Le
P(X) + P(—X)
9 S

polynome P(—X) est également dans By sans difficulté et par convexité, on a

Bx. On conclut

’L’ensemble By contient un polyndéme pair.




