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Corrigé du devoir en temps libre n°08

Probléme 1

On a V(m,n) € N**  m?+4n? < (m+n)?

1 1

m+n)2  m2+ n2
( )

d’otl V(m,n) € N*?

On pose Vp=2  I,={(m,n) € (N)? | m+n=p}
La famille (I,),>2 est un recouvrement disjoint de N** et on a
Vpz2  L={(mp-—m)me[l;p-1]}

D’aprés le théoréme de sommation par paquets pour une famille positive, il vient

ey (2 )RR e

mayere2 (M 1) pe3oo) \imer, (M +1)? )y \nZip? /) 5= PP
—1 1 +oo ]
Or, on a p2 ~ —=>0 et > —=1+00
p® p=toop p=2D
D’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant), il s’ensuit
+00 1y 1
Zp 5— = +00
p=2 p

et par comparaison, on conclut

1

La famille <ﬁ)
m<+n (m,n)E(N*)2

n’est pas sommable.

Probléme 11

1. Soit F partie finie de I. On a
YAu; =AD u; KA Sup D oup = Ad
i€F i€F F fini Cliek i€l
Pour A € ]0;+00], on trouve en appliquant cette inégalité

i€l i€l i€l
icl i€l

Si A =0 ou si A = +o00 en distinguant si les u; sont tous nuls ou pas, on constate que 'inégalité

vaut toujours. On conclut

i€l i€l




2. Pour F partie finie de I, on a

Do(ui+v) =D ui 4+ Y ov < oup )

i€F i€F i€F i€l i€l
d’ou Yolwi+v) <D u + >
i€l i€l i€1

Sion a ) v; = +00, avec la majoration v; < u; + v, on en déduit
i€l

do(u; + ;) =400 =D ui + Y vy

i€l i€l i€l

On suppose Y v; < +00. Soient F et G parties finies de I. On a par positivité des u; et v;
i€l

ieF icG i€FUG i€FUG i€FUG iel

d’ou You < Do (u ) — Do
icG iel icF

On en déduit Sy <D (up ;) — Dy
iel iel ier

c’est-a-dire doup < (w4 v) — >
ieF iel iel

puis Youp <D o(wi+v) — Do
iel iel iel

autrement dit Sup 4+ > v <0 (us + vy)
i€l i€l i€l

On conclut Do+ ov =y (w4 vg)
iel iel iel

Probléme II1

Une étude de la fonction x +— = — In(1 + ) sur | 0; +oco [ permet d’établir

Vo >0 In(l+2) <=z

1 1
d’ou Vn € N* In (1 + —) < —
n n
et il vient
(1 + l) nln(l—&—%) < e et (1 -+ l) = en(i—f—o(%)) = el+0(1) — s e
n n n—o00
On pose

1 1\"
tn f(t) site{1;<1+—> }
n
0 sinon

1 n
Soit t € [1;e [. Pour n assez grand, on a t € {1; (1 + —) ] puis
n

V(n,t) e N*x [Lse [ fult) =

2



fult) =t f(t) — f(1)

et Vn,t) eNx[Lie [ |ful®)l <e lf(0)

La dominante e |f| est intégrable sur [1;e | par hypothése et par convergence dominée, on
conclut

/(l-l—i)n N e
tnft)dt — [ f(t)dt

n—o0 1

Probléme 1V

1 ¢+t
L. On pose V(n,t) e Nx[0;1] fn(t)zl—i——t"

On clairement f,, € €,,([0;1],R) pour tout n entier et par conséquent

’Pour n entier, I'intégrale I,, est bien déﬁnie.‘

2. En distinguant t =1 et t € [0; 1], on trouve
Vte[0;1] fut) —— 1 et V(n,t) e Nx[0;1] 0< fult) <1

n—oo

et la dominante ¢ — 1 est clairement intégrable sur [0;1]. Par convergence dominée, on conclut

I, ——1

3. Soit n entier non nul. On a
1 1
14" — (1 +¢ntt 1—1t
anl—In:/ +e— (L )dt:/t" dt
0 1+ tn o l+tn

Avec le changement de variable u = t" | on trouve

n 1+u
In (1 — un> L
Et on conclut Vn € N* n?J, = / — Zundu
0 1+U

4. Par convexité, la position graphe/tangente pour I'exponentielle en zéro donne

Vr € R 1+x<e”

Autrement dit "v’xER 1—e”"<—x‘
5.0 v N* x]0;1 (=)
. On pose (n,u) € N* x]0;1] gn(u)—H—uun
Soit w € ]0;1]. On a n(l—u%>:n<1—emw>
In(u) 1
d’on 1—un) = (1—1— (—)):—1 1
ou n( u> n - +0 - n(u) + o(1)
1
et n (1 — u%> <—n n(w) = —In(u)
n



Par conséquent, pour (n,u) € N* x]0;1], il vient

In(u)
R G

0 < gnlu) <p(u) avec ¢(u) = —In(u)

La fonction ¢ est continue par morceaux sur | 0; 1], positive et intégrable en observant o(u) =
u—

1 . . . -
0 <— par croissances comparées. Ainsi, par convergence dominée, il vient

Vi

1
1
n—oo 0 1 +u

"n(u)
- (1-1,)=— | =2 1
6. On a n®( ) /01+udu+0()
1 ' 1
On conclut In:1_|__2/ n(u) du+o<—2>
n*Jo 1+u n




