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Problème I

Soit n entier non nul et x ∈ [ 0 ; 1 ]. On a

0 ⩽ x+
x(1− x)

n
⩽ x+ 1− x = 1

et après étude de fonction
x(1− x)

n
⩽

1

4n

La fonction f est uniformément continue sur le segment [ 0 ; 1 ] d'après le théorème de Heine.
Soit ε > 0. On dispose de η > 0 tel que

∀(x, y) ∈ [ 0 ; 1 ]2 |x− y| ⩽ η =⇒ |f(x)− f(y)| ⩽ ε

On choisit N entier tel que
1

4N
⩽ η. Pour ce choix, on a donc pour n entier avec n ⩾ N∣∣∣∣x+

x(1− x)

n
− x

∣∣∣∣ = x(1− x)

n
⩽

1

4n
⩽

1

4N
⩽ η

d'où ∀x ∈ [ 0 ; 1 ] |fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣f Åx+

x(1− x)

n

ã
− f(x)

∣∣∣∣ ⩽ ε

On conclut fn
CU−−−→

n→∞
f

Problème II

1. Par dérivation, on a

Bn(f)
′ =

n∑
k=0

f

Å
k

n

ã (
n
k

) [
kXk−1(1− x)n−k − (n− k)Xk(1− x)n−k−1

]
On observe

∀k ∈ [[ 0 ; n ]] k
(
n
k

)
= n

(
n−1
k−1

)
(n− k)

(
n
k

)
= (n− k)

(
n

n−k

)
= n

(
n−1

n−1−k

)
= n

(
n−1
k

)
Avec un changement d'indice, on trouve

Bn(f)
′ = n

n−1∑
k=0

ï
f

Å
k + 1

n

ã
− f

Å
k

n

ãò (
n−1
k

)
Xk(1− X)n−1−k

Autrement dit Bn(f)
′ =

n−1∑
k=0

τ

Å
k + 1

n
,
k

n

ã (
n−1
k

)
Xk(1− X)n−1−k

2. Par dérivation, on a

Bn(f)
′′ = n

n−1∑
k=0

τ

Å
k + 1

n
,
k

n

ã (
n−1
k

) [
kXk(1− x)n−1−k − (n− 1− k)xk(1− x)n−2−k

]
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On observe ∀k ∈ [[ 0 ; n− 1 ]] k
(
n−1
k

)
= (n− 1)

(
n−2
k−1

)
et (n− 1− k)

(
n−1
k

)
= (n− 1− k)

(
n−1

n−1−k

)
= (n− 1)

(
n−2

n−2−k

)
= (n− 1)

(
n−2
k

)
Avec un changement d'indice, il vient

Bn(f)
′′ = (n− 1)

n−2∑
k=0

ï
τ

Å
k + 2

n
,
k + 1

n

ã
− τ

Å
k + 1

n
,
k

n

ãò (
n−2
k

)
Xk(1− X)n−2−k

3. Supposons f limite uniforme d'une suite de fonctions (Pn)n polynomiales convexes. Soit λ ∈
[ 0 ; 1 ] et (x, y) ∈ [ 0 ; 1 ]2. On a

∀n ∈ N Pn(λx+ (1− λ)y) ⩽ λPn(x) + (1− λ)Pn(y)

et comme la convergence uniforme implique la convergence simple, il vient en faisant tendre
n → +∞

f(λx+ (1− λ)y) ⩽ λf(x) + (1− λ)f(y)

Réciproquement, supposons f convexe. La fonction τ

Å
k + 1

n
, ·
ã
croît et on en déduit Bn(f)

′′ ⩾ 0

ce qui prouve la convexité des fonctions polynomiales x 7→ Bnf(x)(x). On conclut

La fonction f est convexe si et seulement si elle est limite uniforme de fonctions polynomiales convexes

Problème III

1. La fonction f est de classe C 1 sur R∗ comme composée de telles fonctions. Pour x ̸= 0, on
trouve

f(x)− f(0)

x− 0
= x sin

Å
1

x

ã
=

x→0
xO(1) −−→

x→0
0

ce qui prouve la dérivabilité de f en zéro. Par dérivation, on trouve

∀x ∈ R f ′(x) =

2x sin

Å
1

x

ã
− cos

Å
1

x

ã
si x ̸= 0

0 sinon
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Figure 1 � Graphe de f ′

2



Soit n entier non nul. On trouve

f ′
Å

1

2nπ

ã
=

2

2nπ
sin(2nπ)− cos(2nπ) = −1 ̸−−−→

n→∞
0 = f ′(0) avec

1

2nπ
−−−→
n→∞

0

On conclut f ∈ D(R,R) ∩ C 1(R∗,R) et f ̸∈ C 1(R,R)

2. L'ensemble Q ∩ [ 0 ; 1 ] est in�ni puisqu'il contient par exemple les inverses d'entiers non nuls.
C'est donc une partie in�nie de l'ensemble dénombrable Q et par conséquent

L'ensemble Q ∩ [ 0 ; 1 ] est dénombrable.

3. Les fonctions fn sont continues puisque la fonction f l'est. On observe

∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] x− rn ∈ [−1 ; 1 ]

et comme la fonction f est continue sur le segment [−1 ; 1 ], elle y est bornée et il vient

∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] |fn(x)| ⩽
1

2n
∥f∥∞,[−1 ;1 ]

On en déduit que la série de fonctions continues
∑

fn converge normalement donc uniformément
sur [ 0 ; 1 ] et on conclut

F ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R)

4. Avec l'inégalité |sin(u)| ⩽ |u| pour u réel, on trouve

∀x ∈ R∗ |f ′(x)| ⩽ 2 |x| 1

|x|
+ 1 ⩽ 3

et la majoration vaut aussi pour x = 0. Ainsi

La fonction f ′ est bornée.

Soit x0 ∈ [ 0 ; 1 ] et (gn)n la suite de fonctions suggérée dans l'énoncé. Les fonctions gn sont
continues sur [ 0 ; 1 ] et d'après l'inégalité des accroissements �nis

∀n ∈ N ∥gn∥∞ ⩽
∥f ′∥∞
2n

Par convergence normale et donc uniforme, il vient

F(x)− F(x0)

x− x0

=
+∞∑
n=0

gn(x) −−−→
x→x0

+∞∑
n=0

gn(x0) =
+∞∑
n=0

f ′
n(x0)

Ainsi La fonction F est dérivable sur [ 0 ; 1 ] avec F′(x) =
+∞∑
n=0

f ′
n(x) pour x ∈ [ 0 ; 1 ].

5. Par dérivation, on a

∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] f ′
n(x) =

f ′(x− rn)

2n
et |f ′

n(x)| ⩽
∥f ′∥∞
2n

Ainsi, d'après l'étude préliminaire faite sur la fonction f , pour n entier, la fonction f ′
n est continue

sur [ 0 ; 1 ]∖{rn} et discontinue en rn. Soit x0 ∈ (R∖Q)∩ [ 0 ; 1 ]. Les fonctions f ′
n sont continues

en x0 puisque x0 ̸= rn pour tout n entier et la série de fonctions
∑

f ′
n converge normalement donc

uniformément sur [ 0 ; 1 ] autrement dit, la suite de fonctions

Å
n∑

k=0

f ′
k

ã
n

continues en x0 converge

uniformément sur un voisinage de x0. On conclut

La fonction F′ est continue en tout point de (R∖Q) ∩ [ 0 ; 1 ].
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Soit n0 entier. Les fonctions f ′
n avec n ̸= n0 sont continues en rn0 puisque rn ̸= rn0 et par

convergence normale et donc uniforme, on en déduit que la somme
+∞∑

n=0,n ̸=n0

f ′
n est continue en

rn0 . En�n, la fonction f ′
n0

n'est pas continue en rn0 . En décomposant

F′ = f ′
n0

+
+∞∑

n=0,n̸=n0

f ′
n

on en déduit que la fonction F′ n'est pas continue en rn0 . On conclut

La fonction F′ est discontinue en tout de point de Q ∩ [ 0 ; 1 ].
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