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Probléme 1

Soit n entier non nul et € [0;1]. On a

1
o<+ 220 iy
n
1— 1
et aprés étude de fonction u < —
n 4dn
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La fonction f est uniformément continue sur le segment [0;1] d’aprés le théoréme de Heine.

Soit € > 0. On dispose de n > 0 tel que

V(z.y) € [0:1] |z —yl<n = |f(x) = f(y)

. . 1 . .
On choisit N entier tel que — < 7. Pour ce choix, on a donc pour n entier avec n > N

AN

x_i_x(l—x) . :3:(1—33) gi 1
n n 4
don Vre(0i1]  [fule) - f@)] = 'f<x+
On conclut Ja % f

Probléme 11

1. Par dérivation, on a

On observe

vkel0;n] kG =nGl)  (n=R)() =0 -k)(1) =

Avec un changement d’indice, on trouve

n SN ST
D)y

B.(f) = n:g) {f <k Z 1) —f (%)} ("TH)XE(L = X)n ik
Autrement dit B (f) = :z_::T (k ;ll— 17 S) (X1 - x)e

2. Par dérivation, on a




On observe Vke[0;n—1] k(nzl) =(n— 1)(2:3

! (n=1=K)(") = (=1=k) (") = (= 1D(52) = (= 1)(")

Avec un changement d’indice, il vient

nr - g (2 - (L B

=0 n n n o n

3. Supposons f limite uniforme d’une suite de fonctions (P,,),, polynomiales convexes. Soit \ €
[0;1] et (z,y) € [0;1]°. On a

YneN P,z +(1—Ny) < AP (z)+ (1 - \NP,(y)

et comme la convergence uniforme implique la convergence simple, il vient en faisant tendre
n — +00

fOz+ (1 =Ny) <Af(x)+(1=XN)f(y)

1
; > croit et on en déduit B, (f)” > 0

Réciproquement, supposons f convexe. La fonction 7 < -

ce qui prouve la convexité des fonctions polynomiales z — B, f(z)(x). On conclut

’La fonction f est convexe si et seulement si elle est limite uniforme de fonctions polynomiales convexes

Probléme II1

1. La fonction f est de classe €' sur R* comme composée de telles fonctions. Pour x # 0, on

trouve f@) = f0) _ - sin (l) = 20(1) — 0

€T — 0 X x—0 x—0

ce qui prouve la dérivabilité de f en zéro. Par dérivation, on trouve

Ve € R Fla) = 2xsin(é)—cos <£> six #0

0 sinon
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FIGURE 1 — Graphe de [’



Soit n entier non nul. On trouve

1 2 . , 1
f (%> =5 sin(2nm) — cos(2nm) = —1 ﬁ%n_m 0= f'(0) avec - —>n_>oo 0
On conclut € 2R R NEHR"R) et fgEYR,R)

2. L’ensemble QN [0; 1] est infini puisqu’il contient par exemple les inverses d’entiers non nuls.
C’est donc une partie infinie de ’ensemble dénombrable QQ et par conséquent

[’ensemble Q N [0;1] est dénombrable.

3. Les fonctions f,, sont continues puisque la fonction f I'est. On observe
V(n,z) e Nx[0;1] r—r, €[—1;1]
et comme la fonction f est continue sur le segment [—1;1], elle y est bornée et il vient
1
V(n,2) € N> [051]  |fal@)] < ol Flloo-101)

On en déduit que la série de fonctions continues ) f,, converge normalement donc uniformément
sur [0;1] et on conclut

Fe%°0;1],R)

4. Avec l'inégalité |sin(u)| < |u| pour u réel, on trouve
1
x

et la majoration vaut aussi pour x = 0. Ainsi

’La fonction f’ est bornée.‘

Soit zp € [0;1] et (gn)n la suite de fonctions suggérée dans ’énoncé. Les fonctions g, sont
continues sur [0;1] et d’aprés I'inégalité des accroissements finis

11l
2n

VneN gl <

Par convergence normale et donc uniforme, il vient

F@) =Flo) 5% 5% ) = IACH

T —Zo n=0 T=TO =0

+00
Ainsi  |La fonction F est dérivable sur [0;1] avec F'(z) = >_ f/(x) pour x € [0;1].
n=0

5. Par dérivation, on a

fla=ra)
2n

Ainsi, d’aprés I'étude préliminaire faite sur la fonction f, pour n entier, la fonction f], est continue

sur [0; 1]~ {r,} et discontinue en r,. Soit o € (R~ Q)N[0;1]. Les fonctions f; sont continues
en o puisque xy # r, pour tout n entier et la série de fonctions Y f/ converge normalement donc

Vino) eNx[0:1]  fi(x) = ot 1yl < 1]

n
uniformément sur [0; 1] autrement dit, la suite de fonctions <Z fi] continues en x, converge
=0 7/,

uniformément sur un voisinage de xy. On conclut

La fonction F’ est continue en tout point de (R~ Q)N [0;1].




Soit ng entier. Les fonctions f] avec n # ng sont continues en r,, puisque r, # r,, et par
+0oo

convergence normale et donc uniforme, on en déduit que la somme >  f! est continue en
n=0,n#ng
Tny- Enfin, la fonction f} n’est pas continue en 7,,. En décomposant

+00
Fr=fi,+ X I

nzOv”#”()

on en déduit que la fonction F’ n’est pas continue en r,,. On conclut

La fonction F’ est discontinue en tout de point de Q N [0;1].




