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Dans tout ce chapitre, I’ensemble E désigne un R-ev non nul.

I Produit scalaire

1 Définition

Définition 1. Une application ¢ : E> — R est appelée produit scalaire sur E si elle est :

1. bilinéaire, i.e. linéaire par rapport a chaque variable :

Vye E e px,y) € LER) e VreE  y— p(r,y) € Z(ER)

2. symétrique : V(z,y) € E2 o(z,y) = p(y, )
3. positive : Ve € E o(z,z) =20
4. définie : Ve € E oz, ) =0 <= =0

On dit que ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Notations : On note p(z,y) = (z,y) ou (z|y) ou (z|y) ou = - y.

Définition 2. Un R-ev E muni d’un produit scalaire est dit espace préhilbertien réel. Si [’espace
E est de dimension finie, on dit que c’est est un espace euclidien.

Proposition 1. Soit ¢ : E2 — R une application vérifiant les propriétés suivantes :
1. symétrique ;
2. linéaire par rapport a une des deux variables
3. positive ;
4. définze.

Alors Uapplication @ est un produit scalaire.

Démonstration. La symétrie étend la linéarité par rapport aux deux variables. ]

Proposition 2. Soit E espace préhilbertien réel. Soit (x;)1<i<n €t (Yj)1<j<p des familles finies
de vecteurs de B, (oi)1<i<n €t (85)1<j<p des familles de scalaires. On a

<§:1ai$i, ilﬁjyj> = Z a;f3; <$i>yj>
1= =

(i,9)€l1;n]x[1;p]

Démonstration. Conséquence immeédiate de la bilinéarité. O

2 Exemples importants

Proposition 3.
1. L’espace E = R™ muni de (z,y) = > x;y; est euclidien.
i=1

2. L’espace E = M, 1(R) muni de (X,Y) = X"Y est euclidien.
3. L’espace E = M, (R) muni de (A,B) = Tr (A"B) ou (A,B) = Tr (AB") est euclidien.
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Démonstration. 1.net g immeédiats.
3.0na (A,B) =3 > db; avec AT = (af;). Do

j=1i=1
(A,B) = > ai;bi,
1<ij<n

expression symétrique en les coefficients d’ou la symétrie de 'application. Les autres propriétés
s’obtiennent alors facilement. O

Remarques : (1) On confond souvent R™ et .7, 1 (R) qui sont naturellement isomorphes.
(2) Les produits scalaires présentés ci-avant sont canoniques, y compris celui sur .#,(R) en
considérant I'isomorphisme .2, (R) ~ R".

Proposition 4. Soient a, b des réels avec a < b.

b
1. L’espace E = €°([a;b],R) muni de (f,g) = / f(t)g(t) dt est préhilbertien réel.
1
2. L’espace E = R[X] muni de (P,Q) = / P(t)Q(t) dt est préhilbertien réel.
0

+00
3. L’espace E = R[X] muni de (P, Q) = / P(t)Q(t)e " dt est préhilbertien réel.
0

Démonstration. 1. Symétrie immeédiate, linéarité en la premiére variable par bilinéarité du
produit a droite et de I'intégrale, positive par positivité de I'intégrale.
1
Si (f, f) = f2(t) dt = 0, comme f? est continue positive, alors d’aprés la propriété de
0

séparation de l'intégrale, on a f = 0.

2. Presque identique au cas précédent. Comme P(t) = 0 pour tout ¢ € [0;1], alors P admet
une infinité de racines et est donc le polynome nul.

3. On justifie la convergence de I'intégrale puis quasi identique au précédent. O

3 Norme euclidienne

Définition 3. Soit E espace préhilbertien réel. On appelle norme euclidienne associée au produit
scalaire (-, -) Uapplication notée || - || définie par

H n-{E‘*R*
i ol = /e

Remarque : La norme euclidienne associée & un produit scalaire est bien définie par positivité
du produit scalaire.

Proposition 5. Soit E espace préhilbertien réel et (x,y) € B2 On a
Lz +ylI? = llzl? + 2(z, y) + lylI?
2. = ylI? = lall? — 20z, ) + Iyl
8. Nz +yl*+ llz —yll> =2 (|2 + |lyl|*) (identité du parallélogramme)

Démonstration. Immédiate par définition de la norme et bilinéarité du produit scalaire. O]

B. Landelle 3 ISM MP




Remarques : (1) Vérifier I'identité du parallélogramme est caractéristique d’une norme eucli-
dienne (exercice difficile). Par exemple, la norme || - ||; sur R n’est pas une norme euclidienne
(considérer z = (1,0,...) et y = (0,1,0,...)).

(2) L’identité du parallélogramme peut aussi étre reformulée en identité de la médiane :

T+y 1
V(w.y) € B2l + llyl* = 21—~ 17 + S llz = yll?

Tty

FIGURE 1 — Identité du parallélogramme

Proposition 6 (Identités de polarisation). Soit E espace préhilbertien réel et || - || la norme
euclidienne associée. On a

Vo y) €E (oy) = 5 o+ ol - ol = )
= % (el + llyll* = llz = yl1?)
(2,9) = 7 (la + 9112 — =~y
Démonstration. Immédiate avec le résultat de la proposition précédente. O

Remarque : Les identités de polarisation permettent de reconstruire le produit scalaire d’un
espace préhilbertien réel a partir de la connaissance de la norme euclidienne.

Théoréme 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E espace préhilbertien réel et || - || la
norme euclidienne associée. On a

Viz,y) € B2 [z, )| < [l=lllly]

De plus [z 9)| = llzllllyll = (z,y) famille lice

Démonstration. Soit (z,y) € E2. On pose
VteR  P(t) = [z +tyl* = |yl + 2z, ) + [|=]|?

e Si [|y]|? > 0, la fonction ¢ — P(¢) est polynomiale de degré deux positive et admet donc au
plus une racine réelle d’on son discriminant A = 4 [(z,y)* — ||z[]* x [|y[|*] < 0.

e Si ||y||> = 0, la fonction P est une fonction affine de signe constant positif ce qui impose
(x,y) = 0 et Iégalité donc 'inégalité a lieu.
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U U

\ /uzm,w”?

> T > 1

u=2t(z,y) + ||z

FIGURE 3 — Graphe pour (z,y) > 0
FIGURE 2 — Graphe pour (z,y) <0

[’équivalence a clairement lieu pour y = Og. Pour y # Og ce qui équivaut & ||y||* > 0, on a
{z, )| = ||z|||lyll <= A =0 <= Tty eR|P(ty) =0 <= My e R | z=—tyy

Cette derniére assertion équivaut au caractére lié de (x y) car y # Og d’on I'existence de A réel
tel que © = Ay et ce A est unique car (y) est libre. O

Remarques : (1) Dans R?, résultat bien connu car
= == < I
@y [ =12 eosal < 211V

(2) La preuve de l'inégalité sans le cas d’égalité n’utilise pas le caractére défini du produit
scalaire (remarque qui servira plus tard dans le cours Probabilités Discrétes).

Corollaire 1. Soit E espace préhilbertien réel. La norme euclidienne associée est une norme,
plus précisément elle vérifie les propriétés suivantes :

1. V(z,\) e ExR | Az|| = |A] ||=]|-
2. Vzx € E |z|| =0 <= z =0g

8. V(z,y) € E? |z + y|| < llz|| + ||ly|| avec égalité si et seulement si la famille (z,y) est
positivement liée.

Démonstration. 1. et 2. Immédiates.
3. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

lz + yll* = ll=ll* + 26z, v) + llyll* <l + 20z [yl + ly]?

et le réesultat suit par croissance de |/ sur R.. Le cas d’égalité résulte du cas d’égalite dans
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. [

IT Orthogonalité

Dans tout ce qui suit, ’ensemble E est un espace préhilbertien réel.

1 Vecteurs orthogonaux

’Déﬁnition 4. Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux si (z,y) = 0. On note xLy.

Définition 5. Une famille (u;);c1 de vecteurs de E est dite orthogonale si elle constituée de
vecteurs deuzx a deux orthogonaux, i.e.

V(i,7) € I? aveci # j (us, uj) =0
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Proposition 7. Soit (u;);e1 une famille orthogonale de vecteurs non nuls. Alors (u;);e1 est une
famille libre.

Démonstration. Soit (o );e1 famille de réels presque nulle telle que Y o;u; = Og. On a
i€l

VJ el <ZOK¢U¢,UJ'> = Oéj||’LLj||2 =0 = a5 = 0
i€l
d’ot le résultat. O

Théoréme 2 (Théoréme de Pythagore). Soit (u;)ic[1;p] € EP une famille orthogonale.
Alors

o2 v 2
122wl = 2wl
i=1 i=1

p p P p
Démonstration. On a 1> w||* = <Zu,, Zuj> = > Aupuy) =D ||wil?
i=1 =1 j=1 i=1

(i.g)€lL;p]?

O
Proposition 8. Soit (x,y) € E*. On a
(z,y) orthogonale <= ||z +yl* = ||z|* + [[y*
Démonstration. On a
lz+ylI? = [lz]* + lyII* <= [lzlI* +2(z,y) + [y* = [|z[I* + [[y|* = (2,9) =0
FIGURE 4 — Pythagore, le grand retour
O

Remarque : La réciproque du théoréme de Pythagore est fausse pour une famille de plus de
deux vecteurs. Par exemple, dans E=R>? avec a =e; + €3, b=e€; —es et c=e5+ €3 . On a

(a,0) +(a, )+ (b,c) =0 = la+b+cl® = al® + [[b]* + ||l

mais les vecteurs a, b, ¢ ne sont pas deux a deux orthogonaux (et on peut méme choisir une telle

famille libre).
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2 Orthogonal d’une partie

Définition 6. Soit A une partie non vide de E. On appelle orthogonal de A [’ensemble noté
AL défini par

At={xe€eE | VacA (a,z) =0}

Proposition 9. On a EX = {0} et {05} = E.

Démonstration. La deuxiéme égalité est immédiate. Pour la premiére, soit € E*. On a donc
(x,y) = 0 pour tout y € E et en particulier pour y = x d’ott ||z|| = 0 et par suite z = 0g. O

Proposition 10. Soient A, B des parties non vides de E. On a
1. At est un sev de E ;
2. ACB= Bt CAt;
8. At = Vect (A)*;
4. A C(AH)*

Démonstration. 1. Vérification naive immédiate.
Variante : AL = ﬂ Ker (z +— (x,a)).
a€A
2. Soit x € B+. Alors, pour tout a € A C B, on a (z,a) =0 d’out z € A+,
3. Comme A C Vect (A), on a Vect (A)+ C A+ d’apres le 2.
Réciproquement, soit z € AL. Soit y € Vect (A), c’est-a-dire, notant A = (a;)

e Quil existe

(e;)ier famille presque nulle telle que y = > aya; et
icl
(z,y) = > i (v,a;) =0
iel
et le résultat suit.
4. Soit x € A. Alors pour tout y € AL, on a (z,y) = 0. O]

Remarque : Si A n’est pas un sev, linclusion A C (A1)’ est stricte puisque (AL)L est
un sev contenant A donc le contenant strictement. Si A est un sev, c¢’est moins évident. Un
contre-exemple est donné ultérieurement.

Définition 7. Les sev F et G de E sont dits orthogonauz si
V(z,y) e F x G (x,y) =0
On note F LG.

Proposition 11. Soient F, G des sev de E.
1. F1IG=FnG = {0g}
2. F1G < FC Gt < GCF*
3. FIFt et FNFL={0g}

Démonstration. 1. Soit x € F N G. Alors (z,x2) = 0 d’ott = Og.
2.0n a FIG < VzeF VyeG (r,9)=0 < FcCGt

et autre équivalence s’en déduit par symétrie des roles.
3. Immédiat. ]
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Théoréme 3 (Orthogonal d’une famille génératrice).
1. Soit F = Vect (u;)ier. On a

reFt < Viel xlu,
2. Soit F = Vect (u;);er et G = Vect (v;)e5. On a
FIG <« Y(i,j)eIxJ  wlv,

Démonstration. 1. D’aprés la proposition , onaFt={uic I}L et le résultat suit.
2. Le sens direct est immédiat. Réciproquement, on a

V(i,j) € IxJ wlv; <= Viel wu; e Vect (vj,j € J)" =G+ = Vect (u;,i € I) € G+

et le résultat suit. O

Proposition 12. Soient F, G des sev de E tels que E = F + G. Dans ce cas,
FIG < F=G! «— G=F!

Démonstration. D’aprés la proposition [11] on sait que
FIG < FCcG' < GCF*
Montrons simplement que sous ’hypothése E =F 4+ G, on a
FIG < F=G"t
On suppose FLG. On sait déja F € G1. Soit x € G*. Tl existe (u,v) € F x G tel que z = u+v.

On a (x,v) =0 = (u,v) +{v,v) = [P = z=u€F
=0
Les roles joués par F et G étant symétriques, on en déduit le résultat attendu. O

1
Notation : Si E=F + G avec FLG, alorson a E=F® G et on note E=F & G.

Remarque importante : Une conséquence de la proposition [12] est que si un sev admet un

L
supplémentaire orthogonal, alors celui-ci est unique. En effet, si E = F @ G, alors on a G = F*+.

3 Famille orthonormale

Définition 8. Une famille de vecteurs de E est dite orthonormale (ou orthonormée) si elle est
orthogonale et constituée de vecteurs unitaires (on dit aussi normés) , i.e. de norme égale a 1.

Proposition 13. Toute famille orthonormale de E est libre.

Démonstration. Conséquence de la proposition [7} O
Théoréme 4 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit (uy, ..., u,) une famille libre
de E. Il existe (vy,...,v,) une famille orthonormale de E telle que

Vke[1;p] Vect (uq, ..., ux) = Vect (vq, ... vg)

B. Landelle 8 ISM MP




Démonstration. On met en ceuvre I'algorithme dit d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

e On initialise avec v; = i.
[ |
k-1 . 2
e Pour k € [2; p], on pose z; = u, — > (v;, ug)v; puis v = W
i=1 2k
Montrons par récurrence que la famille (vy, ..., v,) vérifie les propriétés voulues. Soit

P(k): 7(v1,...,vx) orthonormé et Vect (vy,...,v;) = Vect (uy, ..., ug)”

e (1) : L’initialisation est immédiate.

o Z(k) = Z(k+1) : Supposons & (k) vraie pour k € [1; p— 1] fixé (on exclut k = p sinon
on suppose le résultat final). On a

k
21 = U1 — D (Vi Upt1)Vi
i=1
Alors, pour tout j € [1; k],
k k
(o) = (e = 3 (o )i, ) = {unen, ) — 30 ) o1, 1)
i=1 i=1 ~——
=68i;
= (Uks1,v5) — (Vj, Upg1) = 0
Le vecteur z;41 est non nul. Sinon, on aurait
k
Zkr1 = 0p <= w1 = D>_(v;, up1)v; € Vect (vq, ..., v5) = Vect (uq, ..., u)
i=1
Dans ce cas, la famille (uq,...,ug1) serait liée ce qui est absurde puisqu’elle est extraite de la
z
famille libre (uy,...,u,). Par suite, la norme ||z41|| est non nulle et le vecteur vy = ﬁ
Zk+1
est normé. Ainsi, la famille (vy,...,v541) est orthonormée. On a
Vect (vy, ..., v;) = Vect (uq,...,ug) C Vect (uq, ..., upi1)
et Vg1 € Vect (ug, ..., Ugy1)
d’ou Vect (v, ..., v541) C Vect (ug, ..., Ugyi1)
Enfin, la famille (vq,..., vk 1) est libre car orthonormée et (ug, ..., ux 1) est libre car extraite
de la famille libre (uq,...,u,). Par suite
dim Vect (vq, ..., vg41) = dim Vect (ug, ..., up41) =k +1
Par inclusion et égalité des dimensions, il vient
Vect (vy, ..., vpr1) = Vect (uq, ..., ugs1)
ce qui clot la récurrence.
Ainsi, Z(k) est vraie pour tout k € [1; p] d’ott (v, ...,v,) orthonormée et
VEe[1;p] Vect (uq, ..., ux) = Vect (vq,...vx)
]
Remarque : Si on impose une condition additionnelle d’orientation a la famille (vq,...,v,),

alors celle-ci est unique.
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Théoréme 5. Soit (wy,...,u,) une famille libre de E. Il existe une unique famille orthonormée
(v1,...,vp) de E telle que

Vke[1l;p] Vect (ug, ..., ux) = Vect (v1,...v5) et (ug,vg) >0

k—1
Démonstration. Soit k € [1; p]. Notons 7, = > (ug, v;) v; et zx = ux — 7. Par construction,
i=1
on a zxlv; pouri € [1; k—1] dou
{2k, uk) = (2k, 26 + 1) = [l26]” + (21, ) = [2]1> > 0
=0

1
et par suite (Vg, ug) = Tl (zk, ug) >0
k

Ainsi, la base construite par I'algorithme de Gram-Schmidt vérifie la condition d’orientation.
Soit (wy,...,w,) une famille orthonormée qui vérifie les mémes propriétés que (vq,...,v,).
Alors, pour k € [1; p], on a

wy, € Vect (wy, ..., wg) N Vect (wy, ..., wp_1)t = Vect (v1,...,vx) N Vect (v, ..., v5_1)"
autrement dit wy € Vect (vg). Comme wy est normé et vérifie la méme condition d’orientation

que vy, on conclut w; = vy. O

Remarques : (1) Les résultats et démonstrations d’orthonormalisation s’étendent au cas d’une
famille libre dénombrable.

(2) On a établi ||z ||> = (2, ux) pour k € [1; p]. Cette observation peut étre mise & profit lors
de la mise en ceuvre pratique du procédé d’orthonormalisation, le calcul de (zg,uy) s’avérant
souvent plus simple que le calcul direct de ||2;||* avec k € [1; p].

Application : Un cas particulier du théoréme de Riesz

Soit E préhilbertien réel de dimension infinie. Alors, la sphére S(Og, 1) n’est pas compacte.
En effet, soit (u,), une famille libre de vecteurs de E. On note (v,), la famille obtenue par
orthonormalisation de Gram-Schmidt. Pour p, g entiers distincts, on a

va - Uq||2 = ||Up||2 -2 <Upavq> + ||Uq||2 =2

Ainsi, la suite (v,), est & valeurs dans S(0g, 1) avec ||v, — v,|| = v/2 pour tout p # ¢ ce qui
interdit 1'existence d'une valeur d’adhérence.

4 Bases orthonormales

Définition 9. Soit E euclidien. On appelle base orthonormale (ou base orthonormée) notée
BON en abrégé une base de E qui est également une famille orthonormale.

’Corollaire 2. Soit F sev de dimension finie de E. Alors F possede une base orthonormée.

Démonstration. Le sev F admet une base que I’on orthonormalise avec I'algorithme de Schmidt
pour obtenir une base orthonormée de F. O]

Corollaire 3. Soit E un espace euclidien. Alors

1. lespace E posséde une base orthonormeée ;

2. Toute famille orthonormale de E peut étre complétée en une base orthonormée de E.
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Démonstration. 1. C’est le corollaire précédent avec F = E.

2. Soit (ug,...,u,) une famille orthonormée de E avec p < n = dim E. D’aprés le théoréme de
la base incompléte, on peut compléter (uq,...,u,) en (uy,...,u,) base de E. On fixe ensuite
v; = u; pour tout ¢ € [1; p] puis on poursuit la construction des v; en suivant 1’algorithme
de Schmidt. On obtient alors une base orthonormée de E qui est une complétion de la famille

initiale. =
Proposition 14. Soit E euclidien muni d’une base orthonormée B = (e1, ..., e,). Soit (x,y) €
E? avec

n

n
x=> xie; et Y= ye
i=1

i=1
On a (m,9) = Ywy et |2|* = Y}
i=1 i=1
Démonstration. On a ()= >, xy; (e, e5) = > xy;
(i.)€l1;n]? Y =

=5
Le reste suit. N
Proposition 15. Soit E euclidien muni d’une base orthonormée B = (ey, ..., e,). Soit (x,y) €
E? avec et X = matgr, Y = matgy. On a

(z,y) =XTY, Jz[*=XTX

Démonstration. Immédiate. ]

Proposition 16. Soit E euclidien muni d’une base orthonormée B = (ey,...,e,), f € Z(E)
et A = (a;;) = matgzf. On a

n

V(i,5) € [1;n]?  aiy=(fle;),e)) et Tr(f) = (f(e:) e

=1

n

Démonstration. Soit (i,7) € [1; n]% On a f(e;) = > ay jex puis
k=1

(f(ej),ei) =

k

n
Qg 5 <€k7 €i> = Q44
=1 S——
=0k,i

Le reste suit. O

IIT Projection orthogonale

Dans tout ce qui suit, ’ensemble E est un espace préhilbertien réel.

1 Supplémentaire orthogonal

1
Théoréme 6. Soit F sev de dimension finie de E. Alors on a E=F @ F+.
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Démonstration. On suppose F # {Og} sans quoi le résultat est trivial. Soit (ey, ..., e,) une base
orthonormée de F et x € E. On procéde par analyse/synthése.

Analyse : Soit (a,...,q,) € R tel que

p p p
T=Y e+ — Y aue; avec T — Y. e € FH

p
On a Vke[1;p] <x—2aiei,ek>—<x,ek>—&k—0

i=1
Ainsi les oy, sont déterminés (cela prouve aussi 'unicité de la décomposition dans F & F* sous
réserve d’existence mais on I’a déja en réalité car on sait FLFL).

P p
Synthése : On a =) (v, e)e; +x — Y (T, e)¢
- i=1 i=1

€F

(. cidesex) = (. ex) — (o, exdleall? =0

e

I
s

Puis VEe[1;p] <x—

(2

donc, d’aprés le théoréme onax— Y (r,e)e; € FL ce qui prouve le résultat attendu. O
i=1

Remarque : Le résultat est faux si F est de dimension infinie. Considérons par exemple
E = %°(0;1],R) muni du produit scalaire (f,g) / f(t)g(t) dt pour (f,g) € E2 On pose
F={f€E]| f(0)=0}. Soit f € F-. Notant g : t — tf(t) onagEFdou

%m=£#®%h=

Comme ¢ — tf(t)? est continue positive sur [0;1], on en déduit ¢f2(t) = 0 pour ¢t € [0;1] d’ou
f(t) =0 pour t €]0;1]. Par continuité de f en 0, on a également f(0) =0 d’ou F+ = {0g} et
par conséquent

FOFt£E

Corollaire 4. Soit F un sev de dimension finie de E. On a (FY)* =F.

Démonstration. On a E = F@F~* donc, d’aprés la proposition [12} comme FLF+, on a (F4)* =
F. L]

Remarque : Le résultat est faux en dimension infinie. On reprend le contre-exemple précédent.
On a trouvé F+ = {0} d’on (F+)* = E et par conséquent

P& FH)

2 Projection orthogonale

Définition 10. Soit F un sev de dimension finie de E. On appelle projection orthogonale sur
F notée pg la projection sur F parallélement a F*-.
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Remarque : (1) Comme F et F sont supplémentaires, on peut définir une telle projection.
(2) Si E est euclidien, alors F et F* sont de dimension finie. Par suite, le projecteur id —pp
associé a pr peut se noter ppr (notation licite car F+ de dimension finie).

Théoréme 7 (Caractérisation géométrique du projeté orthogonal). Soit F un sev de
E de dimension finie et v € E. Pour y € E, on a

yek

= T) <—
y = pr(z) {x—yeFL

Démonstration. Le sens direct est immédiat par définition de pg et le sens indirect résulte de
i
I'unicité de la décomposition dans FGFL :

r= y+ (z—vy) avec (y,z—y)eF xFt
= pp(2)+ x —pp(x) avec (pp(z),r —pr(z)) € F x F+

et on identifie terme A terme. O

r — pr(7)

pr() F

FIGURE 5 — Décomposition d'une projection orthogonale

+00

Exemple : Soit E = Ry[X] muni de (P, Q) = / P(t)Q(t)e " dt.
0
Déterminer la projection de 1 sur F = Vect (X, X?). On note pp(1) = aX + bX% On a

DA = @n=(1-g)
(1= (aX +bX?),X%) =0 6a + 24b = 2 0
X2
Ainsi pr(l) =X — &
Théoréme 8. Soit F un sev de dimension finie de E et (eq,...,e,) une base orthonormée de
F. Ona
P
VeeE  pr(z) =D (z,e)e;
i=1
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Démonstration. Dans la preuve du théoréme @, on a établi que E = F @ F* avec (ey,...,ep)
une base orthonormée de F et x € E se décompose de maniére unique en

p p
=) (z,e)e+x— ) (T €)e
i=1 ) i=1 )
é% e;i
On en déduit VeeE  pr(z) =D (z,e)e;
i=1
m
Remarque : Dans 'algorithme de Gram-Schmidt, I’étape itérative consiste a construire z =
ur — pr, (ur) o Fy, = Vect (uy, ..., up—1) = Vect (vy, ..., vp_1). Ainsi, on a
Uk:ﬁ eFyr dou wvlvy Vie[l;k—1]
2k
uy,
2 < up, — pr, (ur)
pr, (ug) Fr = Vect (u1, ..., up_1)
FIGURE 6 — Etape itérative de I’algorithme d’orthonormalisation
Proposition 17 (Inégalité de Bessel). Soit (e1,...,e,) une famille orthonormée de E. On
a
P
VeeE Y (z,e)’ < |lzl?
i=1
Démonstration. On note F = Vect (eq, ..., e,). Soit z € E. On décompose
p p
r=> (z,e)e;+x—> (x,6)e
i=1 =l .
ek eFt
D’apres le théoréme de Pythagore, il vient
2 < 2 < 2 - 2 < 2
lzl* = 1122 (@ ea) mill* + [l = 32 (s ea) el 2 122 (2 e0) el = 20 (0, e3)
i=1 i=1 i=1 i=1
m

Proposition 18 (a refaire). Soit a un vecteur normé de E euclidien. On a

Vr e E pVect(a)L(x) =T — <ZL‘,Q>(I
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Démonstration. Pour x € E, comme (a) est une base orthonormée de Vect (a), on a

Pvect (a)l-(x) = (1d —DVect (a)) (l‘) =T — <5€7 a>a
[

Définition 11. Soit p un projecteur de E. Le projecteur p est dit orthogonal si Im p 1 Ker p.

Remarque : Cette définition étend la définition [10] puisque Im p n’est pas nécessairement de
dimension finie. Les deux définitions sont cohérentes entre elles : si F sev de dimension finie
de E | alors pg est un projecteur orthogonal au sens de la définition [I1] Le projecteur associé

id —pp est également un projecteur orthogonal puisqu’il est le projecteur sur F* parallélement
aF.

Proposition 19 (a refaire). Soit p un projecteur de E. On a

p projecteur orthogonal <= Vr € E lp(2)] < |||

Démonstration. Supposons p projecteur orthogonal. Soit x € E. On a

x = p(z) +z—p(z)
~ N———
€lm p eKer p

D’apres le théoréme de Pythagore, il vient
l2l1* = llp(@)[I* + [z = p(2)[I* = lIp(=)]|?
Le résultat suit. Réciproquement, soit (a,b) € Im p x Ker p. on a
ViteR  pta+b)|]? < |ta+b||? <= VteR  0<2t(a,b)+|b]?

Dans cette derniére assertion, une fonction affine prend des valeurs toujours positives.

y/\ y,\

\ /y—zx (a.) + [P

> T > T

y =2z (a,b) + ||b]|?

FIGURE 8 — Graphe pour (a,b) >0
FIGURE 7 — Graphe pour (a,b) <0

Ceci n’est possible que si la fonction est constante d’ou (a,b) = 0 pour (a,b) € Im p x Ker p ce
qui prouve que p est orthogonal. O
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Ker p

a Im p

FIGURE 9 — Décomposition d’'une projection non orthogonale

Sur la figure ci-avant, on observe que pour un projecteur p non orthogonal, on peut trouver
(a,b) € Im p x Ker p tel que

lall > fla + o]

Remarque : On peut interpréter le résultat de la proposition [19| ainsi : pour p un projecteur,
on a

p orthogonal <= pe€ Z.(E) et |p|op <1

3 Distance & un sev de dimension finie

Théoréme 9 (Caractérisation métrique du projeté orthogonal). Soit F un sev de
dimension finie et x € E. Alors, on a ||v — prp(z)|| = d(z,F) et pp(z) est l'unique élément
de F qui réalise cetle égalité, i.e. pour y € E

yekl -
{le _yl=d@F) = pr(@)

Démonstration. Soit x € E. Pour y € F, on a

v—y=x—pr(@)+pr(@) —y = lle—yl* =l —pr(@)|* + lpe(x) -yl
—_—

cFl €F Pythagore
> [|lz = pr(2)|”

d’ou d(z,F) = [lz — pr(z)||
Siy e F tel que ||z —y|| = d(z, F), alors
Ipr(z) =yl = llz — yl|* — |z — pr(2)[|* = 0 =y = pr(2)

O
Corollaire 5. Soit F un sev de dimension finie et x € E. On a
d(fL‘, F)2 - <J" - pF(*I)7 I)
Démonstration. On a  d(z,F)? = ||z — pr(2)|*> = (x — pr(z), z) — (x — pr(z), pr(z))
———
SIS €F
O
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Remarque : En pratique, ce résultat permet de beaucoup simplifier certains calculs.

+00
Exemple : Soit E = Ry[X] muni de (P,Q) = / P(t)Q(t)e t dt et F = Vect (X, X?). Déter-
0

miner d(1,F). On a
2

d(1,F)? = (1 —pe(1),1) = /Om {1 i %} e dt:%

FIGURE 10 — Distance & un sous-espace de dimension finie

IV Exemples importants

1 Distance & un hyperplan

Proposition 20. Soit E un espace euclidien et H un hyperplan de E avec n € H* et n # Og.

On a Ve e E d(x,H):%

1
Démonstration. On a E = H® Vect (n). Comme Vect (n) = H' est de dimension finie, on a
id —pyg = pyt. La famille (n/||n||) est une base orthonormée de H* et on obtient

A, 1) = i —pi) (2] = s ()] = 1272

il

]

Remarque : Le résultat vaut aussi avec E préhilbertien réel mais c¢’est un travail plus délicat.

Exemple : Soit E=R" et H: > x; = 0. Notons u = (1,...,1) € E. On a

=1

H={z € E | rlu} = Vect (u)*

d’ou VeeE  d(z,H) = ()] _ =
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2 Droite des moindres carrés

Proposition 21. Soit (M;)1<i<, une suite de points (n > 2) de coordonnées (x;,y;) telle que

toutes les abscisses ne sotent pas égales. Etant donnée une droite D d’équation y = ax + b,

on note H; le projeté de M; sur D parallélement o l'aze (Oy) avec i € [1; n]. Alors il existe
n

une unique droite D* telle que la somme des distances au carrés > M;H? soit minimale. Cette

i=1
droite s’appelle la droite des moindre carrés et est décrite par [’équation

o _ _
y=a'r+b* avec o =—F b* =9 —a*T
0‘"2
. 1z 1= PO B N 1l @ _
o T=—->% y=—2_ui Op=—20; T Oy = —D_Tilji — TY
=1 =1 =1 =1
Y La droite des moindre carrés d’équation y =

ax + b est choisie telle que la quantité

n

SOMHZ = 3 [y — (az; + b))

i=1 i=1

soit minimale. C’est la droite qui passe « au
mieux au plus prés » des points My, ..., M,,.

g Le probléme consiste donc en la minimisa-
tion en (a,b) € R? de la somme des carrés
n
2
FIGURE 11 — Droite des moindres carrés z=Z1 i — (az; + D).
Vocabulaire : La suite de points My, ..., M, s’appelle un échantillon, en général obtenu par

une suite de mesures. La quantité x est la moyenne des abscisses, ¢ la moyenne des ordonnées,
o2 la variance des abscisses, o, I'écart-type des abscisses et o, la covariance entre les abscisses
et ordonnées.

n n
Démonstration. On a SIMH2 = 3 [y — (az; 4+ b))
i=1 i=1
- 2
L’ensemble A= {Z ly; — ax; — b, (a,b) € Rz}
i=1
est une partie non vide minorée de R et admet donc une borne inférieure finie. Munissons R"
du produit scalaire canonique. Ainsi, notant y = (y1,...,Yn), * = (z1,...,x,) et u=(1,...,1),
on a

SMH? = 3 [y — (a4 B)f* = [ly — (az + bu)|
i=1 i=
Par croissance et continuité de ¢ — 2 sur R,, on a
2
Inf ZM H? = Inf Ny = (az + bu)|? = ( Inf Ny — (a:v+bu)H>
(a,b)ER? ; (a,b)e

Notons F = Vect (u, z). D’aprés la caractérisation métrique du projeté orthogonal, on sait que

inf {|ly — (az + bu)|, (a,b) € R*} = d(y, F) = [ly — pr(y)|l
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et le projeté pr(y) est 'unique vecteur de F qui réalise cette égalité. La famille (z, u) est libre car
les z; ne sont pas toutes égales. On a donc reformulé le probléme de la droite des moindres carrés
comme recherche de distance a un plan vectoriel. On construit une base (v, vs) orthonormée
de F avec ’algorithme d’orthonormalisation :

U 1 ( a )
v, = —— vy = T — TUu
T Un 2T Vno,
Puis pr(y) = (y,v1)v1 + (Y, v2)vy

= gut — ({5.2) — {y 0)7) (e — 70

€T
_ nog, _ O,  Ouy
pr(y) = gu+ szy(l" — Tu) = %x + <y - _nyx) u
€T T o
Par liberté de (x,u), on identifie les coefficients a* et b* attendus.

Variante : On peut opter pour une approche un peu différente, moins géométrique et plus
probabiliste, pour obtenir le résultat. On a

SIMH? = |ly — az — bull® = |ly — az — (7 — az)u + (7 — az)u — bul|
=1

Aprés calcul, on vérifie (y —ax — (y — ax)u,uy =0

Ainsi, on obtient
SIMGH = Iy~ gu — afe ~ s + (5 - oz - bulf

Le premier terme est un trindme en a qu’on minimise avec le choix

<$ B jua Yy — gu>
|z — Zul[?

a =

puis, on choisit b = ¢ — ax qui annule le second terme et on donc minimisé la somme des carrés
des écarts. Cette démarche est inspirée des probabilités. Soit (€2, o7, P) espace probabilisé. Si
on suppose que le couple (X,Y) suit une loi uniforme sur (x;,y;)1<i<n, On & par transfert

nkE ((Y —aX — b)2> = |ly — az — bul|?
et la décomposition proposée consiste a écrire
E((Y—aX =) =V(Y —aX —b) + (E(Y — aX — b))*
et on observe V(Y —aX —b) = V(Y — aX)
Ce terme ne dépend donc que de a. On le minimise puis on choisit b. O

Applications : Innombrables!!
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Annexe

Borne inférieure et distance

Soit A partie non vide minorée de R et f définie sur A Uinf A. Si f est croissante et continue
en inf A, on a

inf f(A) = f(inf A)
Par croissance de f, on a

Ve e A r > inf A = f(x) > f(inf A)
d’ou inf f(A) > f(inf A)
Puis, on a I’existence d’une suite (a,) a valeurs dans A avec a,, — inf A. Or
n—oo
Vn e N f(a,) = inf f(A)

Comme f est continue en inf A, faisant tendre n — +o0, il vient

f@nfA) = lim f(a,) > inf f(A)

n—+

On conclut f@inf A) = inf f(A)
Si f n’est pas croissante, le résultat est faux : prendre f(z) = 2? et A =[—1;1] par exemple.
On a

f(infA) = f(-1)=1#0=inf{2? z€[-1;1]}
x six>0

Si f n’est pas continue en inf A, le résultat est faux également : prendre f(z) = { L 0
-1 siz=

et A=[0;+00[. On a
f@inf A) = f(0) = —1 # 0 = inf {z, > 0}
Application : Situation typique dans E préhilbertien avec (x,y,z) € E3

2
(Ibnf |z + ay + bz|* = < Inf ||x+ay+bz\|> d(z, Vect (y, 2))?

La fonction t — t2 est croissante continue sur R, d’ou I'application du résultat qui précéde.
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