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Feuille d’exercices n°54

Exercice 1 (**)

Soit E préhilbertien et p, g des projecteurs orthogonaux. Montrer
poq=0 <= qop=0
Corrigé : Comme p et ¢ sont projecteurs orthogonaux, on a
1 1
E=ImpdKerp et E=ImqdKerq
Puis poqg=0 < ImgCKerp = Kerp" CImqt
D’ou pog=0 =— ImpCKerq = qop=0

[’autre sens vient par symétrie des roles et on conclut

’poq:() = qop:()‘

Variante : On a (p(z),y) = (p(x), p(y)) pour (z,y) € E? et de méme pour q. Supposons poq = 0.
Pour (z,y) € E?, on a

(poq(x),y) = (poax),ply)) = (a(x), p(y)) = (a(x),q o p(y)) = Og
En particulier, en choisissant = p(y) pour y € E, on trouve ||q o p(y)||?

on compléte par symétrie des roles.

=0dottqgop=0et

Exercice 2 (**)

Soit E euclidien et p, ¢ des projecteurs orthogonaux. Montrer
ImpClmg <= Ve eE  |p()| <lla()]

Corrigé : Supposons ||p(z)|| < ||¢(x)| pour tout = € E. 1l en résulte que Ker ¢ C Ker p et par
suite

Im p = (Ker p)* C (Ker ¢)" =1Im p
Réciproquement, supposons Im p C Im ¢. On a Ker ¢ = (Im ¢)* C (Im p)* = Ker p. Soit z € E.
On observe que
q(x) = p(x) + q(x) —p(x) et q¢(z)—p(r) =q(z) —z+z —p(x) € Ker p
K €K
cker ¢q er p

D’apres le théoréme de Pythagore
la(@)I1* = llp(@)1* + lla(=) — p()]I* = [Ip(x)]?

Ainsi ImpClmgq < Vzx€E lp()|| < llg(2)]]




Exercice 3 (**)
Soit E euclidien avec dimE =n > 2 et (u,v) une famille libre de vecteurs de E. On pose
VeeE  f(z)=(u,x)v+ (v,z)u
1. Montrer que f € Z(E).

2. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f posséde n — 2 colonnes
nulles.

3. En déduire les valeurs propres de f.

4. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Corrigé : 1. L’application f est a valeurs dans E et linéaire par linéarité du produit scalaire en
la deuxiéme variable et linéarité du produit. Ainsi

feZ(E)

1
2.0na E=F @ Ft avec F = Vect (u,v). Soit (e3,...,e,) une base de F*. Ainsi, la famille
B = (u,v,es,...,e,) est une base de E et on a

matyf = diag K<||22|1|)2> ||v||2> ,0}

{u, v)

3. On a Xr(X) = X2 (X = (u, 0))* = ([[ufl[[]])?]
= X" (X = (w,v) = [Jull[[o]]) (X = (u, v) + [Jull[lo]])

Alnsi Sp (f) = {0, {u, v) + [Julll[o]], {u, v) — [[ull[[v]]}
4. Le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz n’étant pas réalisé, on a

(u, v) 7 = [Julll|v]]

d’out Card Sp (f) = 3. Par suite
dim @ E\(f)= >, dimE\(f)>2n—-2+1+1=dimE

AESD (f) AESP (f)
d’ou E= & E\f)
A€SP (f)
Ainsi ’L’endomorphisme f est diagonalisable.‘

Variante : Soit .Z une base orthonormée de E. Notons U = mat ¢u, V = mat ¢v et X = mat gz
pour x € E. Par associativité, on trouve

VeeE  matgf(z) = (UTX)V+ (VIX)U = (VUT + UVDX

d’otl matyf = VUT + UV' € .7,(R)

D’aprés le théoréme spectral, il en résulte que f est diagonalisable.



Exercice 4 (***)

Soit E euclidien. Montrer que {(z,y) € E? | (x,y) libre} est un ouvert de E?.

Corrigé : On note B> \ U = {(x,y) € E? | (z,y) libre}. D’aprés le cas d’égalité de Cauchy-
Schwarz, on a

U={(z,y) € B2 | [lz[[[lyll = (=, y)| = O}

E2 — R
On pose ik
(@,y) — [l=([llyll = {z,y)]

L’application (x,y) — (z,y) est bilinéaire sur un produit d’espaces de dimension finie et est
donc continue d’ou la continuité de (z,y) — |[(x,y)| par composition avec la valeur absolue. Les
applications (z,y) — z, (x,y) — y et || - || sont continues d’ou la continuité de (x,y) — ||zl
et (z,y) — |yl et (u,v) — uv est continue sur R? d’ot, par composition, la continuité de
(z,y) — ||z||||y||. Ainsi, I'application f est continue et on a E> \ U = f~! ({0}) qui est fermé
comme image réciproque d’un fermé de R par une application continue. On conclut

| L’ensemble U est un ouvert de E2.|

Exercice 5 (***)

Soit E préhilbertien et p, ¢ des projecteurs orthogonaux. Montrer que les valeurs propres de pogq
sont dans [0;1].

Corrigé : Pour p projecteur orthogonal, on a pour (z,y) € E?
(p(x),y) = (p(x),p(y)) + (p(z),y — p(y)) = (p(x), p(y))
~ ——
€lm p €Ker p
Soit. A valeur propre de p o g et x vecteur propre associé. Supposons A # 0 sinon il n’y a rien a

faire. On a v = PO q(z) € Im p. Soit ¢t € E tel que x = p(t). Il vient en exploitant la relation

précédente avec p puis ¢

Mz[]* = (pog(x),z) = (poqop(t),p(t)) = (q(p(t), p(t)) = (a(p(t)), a(p(t))) =0

Comme p et ¢ sont 1-lispchitziens, on a clairement A < 1 et on conclut

Les valeurs propres de p o ¢ sont dans [0;1].

AA SIMPLIFIER EN X=P(X)

Exercice 6 (***)
Soit E euclidien, f € Z(E) tel que || f(z)|| < ||z|| pour tout x € E.
1
1. Montrer que E =Ker(f —id) @ Im (f —1id).

1n=1
2. Déterminer lim — > f*(x) pour x € E.

n—+oo N, k=0
Corrigé : 1. Soit € Im (f —id )+ avec z non nul. En particulier, on a

(@, (f —id)(2)) =0 = (2, f(2)) = [|=|?



Or, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz et avec I’hypothése faite sur f, il vient

(@, f(@)) < [, f@)] < llall > I @) < Jl]f?

D’apres I'égalité précédemment établie, on en déduit que toutes les inégalités ci-dessus sont des
égalités et donc, d’apres le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz, la famille (z, f(z)) est lice. Comme
x # O, on a f(x) = ax avec « réel. Puis

(@, f(2)) = allz]]* = [z|* = a=1
Ainsi relm(f—id)* = zeKer(f—id)
Autrement dit Im (f —id )+ c Ker (f —id)

D’aprés le théoréme du rang, on a I'égalité des dimensions d’ou I'égalité Im (f —id )+ = Ker (f —
id ). Comme les sev Im (f —id ) et Im (f — id )* sont supplémentaires orthogonaux, on conclut

E = Ker (f —id) & Im (f — id )

Variante : Une approche plus terre a terre : soit a € Ker (f —id) et b € E. On a
[fla+d)I” <llat+b]* <= 2(a f(b) = b) < [[olI* = [[f(®)II?
En remplagant a par ta avec t réel, il vient
VteR  2t{a, f(b) —b) < [l — [I£(0)I

Cette inégalité est vraie pour tout ¢ réel si et seulement si (a, f(b) — b) = 0 (sinon, fonction affine
majorée). Ceci prouve Im (f —id )L Ker (f —id).

2. Soit x € E. 1l existe un unique couple (a,b) € Ker (f —id) x Im (f —id) tel que z = a + b.
Une récurrence immeédiate donne f¥(a) = a pour tout k entier. Puis, il existe ¢ € E tel que
b= (f —id)(c) et il vient par téléscopage pour n entier

U gy = L (o) o) = 20—

L’application f™ est 1-lipschitzienne et on obtient

IS o)< 2 I ) o
N k=0 S on N k=0 n—roo
SWAOETEES WD
Ainsi > ffx)=a+—-> f(b) —>a
N k=0 N k=0 n—00
1n=1
On conclut NP —— Per (f—id)
n =0 n—00
Exercice 7 (****)
Soit (E, || - ||) un R-ev normé. Montrer
| - || est une norme euclidienne <= V(x,y) € E? lz +yll2+ |z —yll> =2 (||z||* + |y||*)

Corrigé : Le sens direct est immédiat, c’est I'identité du parallélogramme. Réciproquement, on
pose

V(z,y) € B2 o(z,y) = = [|lz +yl* — ||z — y|?]

R



Si || - || est effectivement euclidienne, le produit scalaire s’obtient par polarisation d’ou le choix
précédent. On a clairement ¢ symétrique, définie, positive. Reste & établir le caractére bilinéaire
ou simplement linéaire en la premiére variable par symétrie. Soit (z,y, z) € E3. On a

Y2 )
—_ — x _
I — e £

2z, y) = ||z + 2

Puis, par identité du parallélogramme, il vient

Yo T TFY o, (x2 T+y 2) T THY
“IP=l=+—P=21(|= =22 - |1 - =—=2

le+5IF =15 +——I ISI°+1—==17) =I5 =~

: Yya 1T T—Yo <x2 r—y 2) T T =Y,
—ZRP=2+—ZI2=2(|= -7 = -=—Z

puis le =512 =115 + =512 =2 (I512 + I=5=17) =I5 — =~

En soustrayant ces deux égalités, on obtient

o2r,2) = = (llz +ylI> = llz — ylI*) = 2¢(z,y)

N —

Ensuite, on a

1
Pl y) +o(zy) = 7 e +yll® = lle = yl* + =+ l* = 12 =yl

Et par identité du parallélogramme, on trouve

e+ 2+ 2yl1* + [l — 2|* — [l + 2 — 2y[* — [l — 2[|"]

1
eyl ==y P +llz+y "= llz=yl* = 5

autrement dit

1
o(x,y) +o(z,y) = 5@(% +2,2y) = p(x + 2,y)

la derniere égalité résultant de la propriété précédente. Fixons y € E et notons ¢, : 2 — ¢(z,y).
On a

V(z,2) EE?  y(x+2) = 0y (x) + ¢y (2)
Par récurrence immeédiate, on obtient

V(n,z) e NxE ¢ (nz) =np,(z)

puis VieE g (z—2)=p,(x)+@,(—z)=0
et par suite V(n,z) € Z x E oy (nx) = np, ()

. ES p R p— p
Ensuite V(p,q,z) EZXN"XE ¢, (qa"v) = py(T) = qpy (;ﬂ)
d’on V(r,z) e Q x E oy (rz) = 1Yy (T)

Enfin, l'application = +— ¢,(x) est continue comme composée d’applications continues. Ainsi,
pour = € E, les applications A — Ay, (z) et A — ¢, (Az) sont continues et coincident sur Q dense
dans R d’ou

VL) eRXE  o(Ar,y) = 0, (Ar) = Apy () = Ap(z,9)

On peut donc conclure que ¢ est linéaire en la premiére variable et il s’agit donc d’un produit
scalaire. Ainsi, on a

| - || est une norme euclidienne <= V(x,y) € E? lz +y|> + |z — y||*> = 2 (|z||* + ||y]|?)




Exercice 8 (***%*)

Soit E euclidien et C un convexe fermé non vide de E.
1. Soient x, a et b dans E tels que a # b et ||x — al| = ||z — b||. Montrer

a+b
2

2. Montrer que pour z € E, il existe un unique vecteur a € C tel que

[ — I <z —all

—all = Inf |z —
lz — all = Inf fjz —y]

On définit lapplication p : x — a projection sur le conveze C.
3. Soit z € E et a € C tel que (z —a,y — a) < 0 pour tout y € C. Montrer que a = p(x).
4. On suppose qu’il existe y € C tel que
(z —p(z),y —p(x)) >0

En considérant ty + (1 — t)p(x) avec t € [0;1], obtenir une contradiction.

5. Montrer V(z,y) € E? (x —y,p(x) — p(y)) = lIp(z) — py)|?

En déduire que p est une application continue.

Corrigé : 1. D’apres I'inégalité triangulaire, on a

a+b 1 1
|z — | =5llz—a+z—0b] <z —al+[z—0bl) =z —ad
2 2 2
Il y a égalité dans I'inégalité triangulaire si et seulement si (x — a,z — b) est positivement liée,
c’est-a-dire x — b = M — a) avec A > 0 (z — a non nul sinon = a et |ja — b|| = 0 absurde).

L’égalité en norme impose A = 1 d’ou a = b ce qui est faux. Ainsi

a+b
|z — | < [lz—all
a a—x
a-+b
o T
2
b b—l’

FI1GURE 1 — Médiane

Variante : D’aprés 'identité du parallélogramme, on a
2z —allP + 2z =0l = [z —a+z = bl + ]z —a— (z - )|

a+b
2

= 4|z - I+ lla — bl
a+b

2
et le résultat suit. L’argument est plus élémentaire (mais moins naturel 7) que le recours a 'in-
égalité de Cauchy-Schwarz.

\ 1
d’ou I — I* = llz = a* = Zlla = blI* < |l = a|]®



2. Notons a = In(fJ |z —y||, borne inférieure finie d’une partie non vide de R,. Par caractérisation
ye
séquentielle, il existe (y,), € CN telle que
|2 = Yol — «
n—oo
Ainsi, a partir d’un certain rang, la suite (y,), est a valeurs dans C N By(z,a + 1) qui est un
fermé borné de E de dimension finie donc un compact. Il existe alors une extractrice ¢ telle que
Ypn) ——> @ € CNBy(z,a + 1)
n—oo
et par continuité de la norme
12 = Yoy | —— llz —all =
n—oo
Si b est un point de C distinct de a et qui réalise aussi la distance, alors

a—l—b||<” || ot a+b
r—all = o
2 2

cC

=

FIGURE 2 — Convexe et médiane

par convexité de C. Ceci est absurde. Ainsi

Pour z € E, il existe un unique vecteur a € C tel que ||z — al| = d(z, C)

3. Soit x € E. Pour y € C, on a
le—yl* =llz—at+a-yl>=llz—al*+2{& —a,a—y) +lla—y[]* > ||z — af
—_———
>0

La distance de x & C est donc réalisée en a autrement dit

Pour z € E et a € C tel que (z —a,y — a) < 0 pour tout y € C, alors a = p(x).

4. On pose z =ty + (1 —t)p(z) avec t € [0;1]. On a z € C par convexité. Puis

lo = 21 = [lo = p(x) — tly — p(@))|I* = llz — p(x)[|* = 2t (z — p(x),y — p(x)) + |ly — p(z)]?
et —2(x —p(r),y = p(x)) + tlly = p(2)|* —> =2 (z = p(x),y — p(z)) <0
d’ou ||z — z|| < ||z — p(x)|| pour t assez proche de 0, ce qui est impossible. Ainsi

V(z,y) eExC  (z—pr)y—p)) <0

5. 0n a



(x —y,p(x) —ply)) = (v — p(x) +p(x) —ply) +py) —y,p(x) — p(y))

= (z = p(z),p(x) — p(y)) + Ip(z) — pW)[I* + (p(y) — ¥, p(z) — p(y))
D’aprés le résultat de la question précédente, on a

(z —p(z),p(x) — p(y)) = — (z — p(x), p(y) — p(x)) =0
et (p(y) —y,p(z) —p(y)) = — (¥ — p(y),p(x) — p(y)) =0

Dot V(r,y) € B> (z—y,p(x) —p(y)) = p(z) — p(y)?

Soit (x,y) € E% D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

( —y,p(z) —p)) < llz = ylllp(z) — p(y)|
On en déduit

Ip(z) = p)I < llz -yl

l'inégalité étant réalisée si p(x) — p(y) = Og. Ainsi

L’application p est continue.‘




