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Feuille d'exercices n°52

Exercice 1 (**)

Établir les inégalités suivantes :
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2. ∀f ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R)
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3. ∀(ai,j)(i,j)∈[[ 1 ;n ]]2 ∈ Rn2
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Exercice 2 (*)

Soit E = R2[X] muni de ⟨P,Q⟩ =
1∑

k=−1

P(k)Q(k) pour (P,Q) ∈ E2.

1. Justi�er (P,Q) 7→ ⟨P,Q⟩ est un produit scalaire sur E.

2. Construire une base orthonormée de E.

Exercice 3 (*)

Soit E = M2(R)muni du produit scalaire ⟨A,B⟩ = Tr (A⊤B). On note F =

ßÅ
a b
b −a

ã
, (a, b) ∈ R2

™
.

1. Justi�er que F est un sev de E et en préciser une base.

2. Pour M ∈ E, calculer d(M,F).

3. Déterminer une base de F⊥.

Exercice 4 (**)

Soit E préhilbertien réel et (e1, . . . , en) une famille de vecteurs normés de E telle que

∀x ∈ E
n∑

k=1

⟨x, ek⟩2 = ∥x∥2

Montrer que (e1, . . . , en) est une base orthonormée de E et que E est donc euclidien.

Exercice 5 (*)

Soit E = Rn avec n entier non nul.

1. Soit a ∈ E normé. Déterminer la matrice dans la base canonique de pVect (a) et pVect (a)⊥ .

2. Soit (u1, . . . , up) orthonormée et F = Vect (u1, . . . , up). Déterminer la matrice dans la base
canonique de pF.
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Exercice 6 (*)

Soit E préhilbertien réel et (a, b) ∈ E2 tel que ⟨a, b⟩ = 1. Décrire l'application dé�nie par

∀x ∈ E f(x) = ⟨x, a⟩ b

Exercice 7 (**)

Soit Fn = Rn[X] (n entier non nul) muni du produit scalaire ⟨P,Q⟩ =

∫ 1

0

P(t)Q(t) dt pour

(P,Q) ∈ F2
n et (π0, . . . , πn) la base orthonormée fournie par l'algorithme de Gram-Schmidt sur

(1,X, . . . ,Xn).

1. Montrer ∀k ∈ [[ 0 ; n ]] deg πk = k

On admet que πn est scindé dans Fn à racines simples x1, . . . , xn.

2. Montrer ∃!(λk)k∈[[ 1 ;n ]] ∈ Rn | ∀P ∈ Fn−1

∫ 1

0

P(t) dt =
n∑

k=1

λkP(xk)

3. Véri�er que l'égalité précédente est encore vraie pour tout P ∈ F2n−1.

Exercice 8 (**)

Soit E préhilbertien réel et p projecteur de E. Montrer

p orthogonal ⇐⇒ ∀x ∈ E ⟨p(x), x⟩ ⩾ 0

Exercice 9 (**)

Soit E préhilbertien réel et F sev de E. Montrer que F⊥ = F̄⊥.

Exercice 10 (**)

Justi�er l'existence puis calculer Inf
(a,b)∈R2

∫ 1

0

(1 + at+ bt2)
2
dt.

Exercice 11 (**)

Soit E préhilbertien réel. Pour (u1, . . . , un) ∈ En, on note G(u1, . . . , un) la matrice de Mn(R)
dé�nie par G(u1, . . . , un) =

(
⟨ui, uj⟩

)
1⩽i,j⩽n

. Soit (x1, . . . , xn) ∈ En libre et F = Vect (x1, . . . , xn).

Établir ∀x ∈ E d(x,F)2 =
detG(x, x1, . . . , xn)

detG(x1, . . . , xn)
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