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Feuille d’exercices n°52

Exercice 1 (**)

Etablir les inégalités suivantes :

1. Vn € N* ﬁ;(’;)\/E< 205 (Mk

2. Vf € °(0:1],R) </01f(t)dt> < g/olfj/(? dt

/ 2
sn > ai;
1<ij<n

n2
3. v<ai’j)(i7]~)e[1;nﬂ2 ceR Z Q; 5

1<i,5<n

Exercice 2 (*)

Soit E = Ry[X] muni de (P, Q) = 21: P(k)Q(k) pour (P,Q) € E2

k=—1
1. Justifier (P, Q) — (P, Q) est un produit scalaire sur E.

2. Construire une base orthonormeée de E.

Exercice 3 (*)

Soit E = .#,(R) muni du produit scalaire (A, B) = Tr (ATB). On note F = {(b —a) ,(a,b) € RQ}.

1. Justifier que F est un sev de E et en préciser une base.
2. Pour M € E, calculer d(M, F).

3. Déterminer une base de FL.

Exercice 4 (**)

Soit E préhilbertien réel et (eq, ..., e,) une famille de vecteurs normés de E telle que

VeeE Y (xer)® = z|?

k=1

Montrer que (ey,...,e,) est une base orthonormée de E et que E est donc euclidien.

Exercice 5 (*)

Soit E = R" avec n entier non nul.

1. Soit @ € E normé. Déterminer la matrice dans la base canonique de pyect (a) €t Pvect (o) -

2. Soit (uq, ..., u,) orthonormée et F' = Vect (uq, ..., u,). Déterminer la matrice dans la base
canonique de pg.



Exercice 6 (*)
Soit E préhilbertien réel et (a,b) € E? tel que (a,b) = 1. Décrire 'application définie par
Ve e E f(z) ={(z,a)b

Exercice 7 (*¥*)

1
Soit F,, = R,[X] (n entier non nul) muni du produit scalaire (P,Q) = / P(t)Q(t) dt pour

0
(P,Q) € F? et (m,...,m,) la base orthonormée fournie par lalgorithme de Gram-Schmidt sur
(1, X,...,X").
1. Montrer Vke[0;n] degm, =k
On admet que 7, est scindé dans F,, a racines simples x1, ..., z,.

1 n
2. Montrer (A )reqtin] €R" | VP € Fyy /é@m_ZMmm
0 k=1

3. Vérifier que 1’égalité précédente est encore vraie pour tout P € Fy,, 4.

Exercice 8 (**)
Soit E préhilbertien réel et p projecteur de E. Montrer
p orthogonal <= Vz € E (p(x),z) =0

Exercice 9 (**)

Soit E préhilbertien réel et F sev de E. Montrer que F+ = F*.

Exercice 10 (**)

1
Justifier 'existence puis calculer Inf / (1+at + th)2 dt.
(a,b)ERQ 0

Exercice 11 (**)

Soit E préhilbertien réel. Pour (uy,...,u,) € E", on note G(uy,...,u,) la matrice de ., (R)
définie par G(uy, ..., u,) = ((ui,uj))1<ij<n. Soit (z1,...,x,) € E™libre et F = Vect (21, ..., x,).

’ . det G($ Tiy--- xn)
Etabl E  dF)= R
ablir Va e (2, F) det G(z1,...,z,)




