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Feuille d'exercices n°53

Exercice 1 (***)

Soit E euclidien de dimension n.

1. Montrer qu'il existe x1, . . . , xn+1 dans E tels que

∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n+ 1 ]]2 avec i ̸= j ⟨xi, xj⟩ < 0

2. Soient x1, . . . , xp dans E véri�ant

∀(i, j) ∈ [[ 1 ; p ]]2 avec i ̸= j ⟨xi, xj⟩ < 0

(a) Soient α1, . . . , αp réels tels que
p∑

i=1

αixi = 0. Montrer
p∑

i=1

|αi|xi = 0.

(b) Soit f ∈ L (E,R) véri�ant f(xi) > 0 pour tout i ∈ [[ 1 ; p ]]. Montrer que (x1, . . . , xp)
est libre.

(c) En déduire p ⩽ n+ 1.

Exercice 2 (**)

Soit E = R2[X] muni de ⟨P,Q⟩ =
∫ 1

−1

P(t)Q(t) dt pour (P,Q) ∈ E2.

1. Justi�er (P,Q) 7→ ⟨P,Q⟩ est un produit scalaire sur E.

2. Déterminer une base orthonormée (π0, π1, π2) de E.

3. Soit P ∈ E avec ∥P∥ = 1. Montrer que |P(t)| ⩽
 

2∑
i=0

π2
i (t) pour tout t réel.

4. En déduire que pour tout P ∈ E avec ∥P∥ = 1, on a ∥P∥∞,[−1 ;1 ] ⩽
3
√
2

2
.

Exercice 3 (**)

Soit E préhilbertien réel, n entier non nul, une famille de vecteurs (u1, . . . , un) ∈ En et une
matrice G ∈ Mn(R) dé�nie par G =

(
⟨ui, uj⟩

)
1⩽i,j⩽n

.

1. Montrer qu'il existe A ∈ Mp,n(R) avec p ⩽ n telle que G = A⊤A.

2. Justi�er l'égalité ∀M ∈ Mp,n(R) rg
(
M⊤M

)
= rg (M)

3. En déduire une relation entre rg (G) et rg (u1, . . . , un).

Exercice 4 (***)

Soit E = Mn,1(R) muni de sa structure euclidienne canonique, A ∈ Mn,p(R) de rang égal à p et
B ∈ E. Montrer qu'il existe un unique X0 ∈ Mp,1(R) rendant minimum ∥AX − B∥2 et préciser
ce X0.
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Exercice 5 (**)

Soit E = Rn[X] avec n entier non nul muni de ⟨P,Q⟩ =
∫ 1

−1

P(t)Q(t)dt pour (P,Q) ∈ E2. On note

(π0, . . . , πn) la base orthonormée fournie par l'algorithme de Gram-Schmidt sur (1,X . . . ,Xn).

1. Justi�er que deg πk = k pour tout k ∈ [[ 0 ; n ]].

Désormais, on �xe j ∈ [[ 1 ; n ]].

2. En considérant ⟨1, πj⟩, montrer que πj a au moins une racine d'ordre impair dans ]−1 ; 1 [.

On note α1, . . . , αm les racines d'ordre impair de πj dans ]−1 ; 1 [ et S =
m∏
i=1

(X− αi).

3. En considérant ⟨S, πj⟩, montrer que πj admet exactement j racines distinctes dans ]−1 ; 1 [.

Exercice 6 (***)

On pose ∀n ∈ N Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n] et Un =

…
2n+ 1

2
Pn

Soit E = C 0([−1 ; 1 ] ,R) muni du produit scalaire ⟨f, g⟩ =
∫ 1

−1

f(t)g(t) dt pour (f, g) ∈ E2.

1. Pour n entier, déterminer le degré et coe�cient dominant de Pn puis calculer ⟨Pn,X
k⟩

avec k ∈ [[ 0 ; n ]].

2. En déduire que (Un)n est une famille orthonormale de E et que Vect (Un)n = E.

Exercice 7 (***)

Soit E l'espace des fonctions continues de R dans R, paires et 2π-périodiques. On pose :

∀(f, g) ∈ E2 ⟨f, g⟩ = 1

π

∫ π

0

f(t)g(t) dt

On pose c0 : t 7→ 1 et ∀n ⩾ 1 cn : t 7→
√
2 cos(nt)

1. Véri�er que (f, g) 7→ ⟨f, g⟩ est un produit scalaire sur E.

2. Soit f ∈ E. Montrer

∀ε > 0 ∃P ∈ R[X] | ∥f − P ◦ cos ∥∞,[ 0 ;π ] ⩽ ε

3. Montrer que (cn)n est une famille orthonormale de E et que Vect (cn)n = E.

Exercice 8 (***)

Soit E espace préhilbertien, (e1, . . . , en) une famille libre de E. On suppose

∀x ∈ E ∥x∥2 =
n∑

i=1

⟨ei, x⟩2

1. Montrer que (e1, . . . , en) est une base de E.

2. Montrer que les ei sont unitaires.

3. Montrer que (e1, . . . , en) est une base orthonormée de E.
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