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Feuille d’exercices n°53

Exercice 1 (**%*)

Soit E euclidien de dimension n.

1. Montrer qu’il existe z1,..., 2,11 dans E tels que
V(i,7) €[1;n+1]* avec i#j (xi,x5) <0
2. Soient 1, ...,x, dans E vérifiant

V(i,7) € [1;p]* avec i#j (xi,25) <0

p p
(a) Solent ay,...,q, réels tels que > a;x; = 0. Montrer > || 2; = 0.
i=1 i=1
(b) Soit f € Z(E,R) vérifiant f(x;) > 0 pour tout i € [1; p]. Montrer que (z1,...,x,)
est libre.

(c) En déduire p < n + 1.

Exercice 2 (**)

Soit E = Ry[X] muni de (P, Q) = /1P(t)Q(t) dt pour (P,Q) € E2

-1
1. Justifier (P, Q) — (P, Q) est un produit scalaire sur E.

2. Déterminer une base orthonormée (7o, 71, m2) de E.

2
3. Soit P € E avec ||P|| = 1. Montrer que |P(t)| < /> m2(¢) pour tout ¢ réel.

i=0
<32

4. En déduire que pour tout P € E avec ||P|| =1, on a ||P|loo,-1,1] < 5

Exercice 3 (**)

Soit E préhilbertien réel, n entier non nul, une famille de vecteurs (uq,...,u,) € E" et une

matrice G € .#,(R) définie par G = ((u;, u;))

1<i j<n’
1. Montrer qu’il existe A € .#,,,(R) avec p < n telle que G = ATA.
2. Justifier I'égalite VM € 4, ,(R) rg (M™M) = rg (M)

3. En déduire une relation entre rg (G) et rg (u1, ..., uy).

Exercice 4 (***)

Soit E = 4, 1(R) muni de sa structure euclidienne canonique, A € .7, ,(R) de rang égal & p et
B € E. Montrer qu'’il existe un unique Xy € .#,1(R) rendant minimum |[AX — B||? et préciser
ce Xp.



Exercice 5 (**)

1

Soit E = R, [X] avec n entier non nul muni de (P, Q) = / P(t)Q(t)dt pour (P, Q) € E2 On note
-1

(7o, - . ., m) la base orthonormée fournie par 1’algorithme de Gram-Schmidt sur (1,X..., X").

1. Justifier que degm, = k pour tout k € [0; n].
Désormais, on fixe j € [1; n].
2. En considérant (1, 7;), montrer que 7; a au moins une racine d’ordre impair dans | —1;1].

On note oy, ..., a,, les racines d’ordre impair de 7; dans | —1;1[ et S = [[(X — o).
i=1

3. En considérant (S, 7;), montrer que 7; admet exactement j racines distinctes dans | —1;1].

Exercice 6 (***)

1 4

2n+1
= 21" et U, =4/ P,
2nn ! dam (= )*l et U 2

1
Soit E = ¢°([—1;1],R) muni du produit scalaire (f,g) = / f(t)g(t) dt pour (f,g) € E2
1

On pose Vn e N P.(z)

1. Pour n entier, déterminer le degré et coefficient dominant de P, puis calculer (P,, X*)
avec k € [0; n].

2. En déduire que (U,), est une famille orthonormale de E et que Vect (U,),, = E.

Exercice 7 (***)

Soit E I'espace des fonctions continues de R dans R, paires et 27-périodiques. On pose :

W) €B (fg) =1 [ Fie(od

On pose co:t—=1 et Yn>1 Cn it \/2cos(nt)

1. Veérifier que (f, g) — (f, g) est un produit scalaire sur E.
2. Soit f € E. Montrer

Ve>0  JPeR[X] | [|[f—Pocos|on <€

3. Montrer que (c,), est une famille orthonormale de E et que Vect (¢,), = E.

Exercice 8 (***)

Soit E espace préhilbertien, (eq,...,e,) une famille libre de E. On suppose
Ve € E |z||? = (ei,x>2
i=1
1. Montrer que (ey,...,e,) est une base de E.
2. Montrer que les e; sont unitaires.

3. Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée de E.



