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Feuille d’exercices n°46

Exercice 1 (*)

Etudier la convergence simple et normale de la série de fonctions ) f,, avec
n>1

V(n,z) e N* xR fo(z) = ze "

Corrigé : Pour n entier non nul, on a f,(0) = 0 et f,(z) = z(e *")" terme géométrique de

raison e % < 1 pour z # 0 d’ou la convergence simple de »_ f,, sur R. Les fonctions f, sont
n=1

dérivables et on trouve

V(n,z) € N* xR () = (1 — 2na?)e "

. . 1 ez
d’ou Vn e N | frlloo = fn<m)‘:m

D’aprés le critére de Riemann, la série Y || fullco diverge. Cette borne supérieure est atteinte en
n=>1

1 ) . ) .
+ —\/2_ pour n entier non nul mais si on reste a distance de zéro, on peut espérer mieux. En effet,
n
pour a > 0, notant J, =] -00;—a|U[a;+00[, on obtient

VHGN* ||fn||oo,Ja :fn(a>

et > fu(a) converge d’aprés la converge simple établie initialement. On conclut
n=1

La série de fonctions > f,, converge simplement sur R, pas normalement
n>1

sur R mais normalement sur | -0o; —a] U [a;+o00 [ pour tout a > 0.

Exercice 2 (**)

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions 3 f, avec
V(n,z) e Nx [0;1] fo(z) = n?(2®" — g2+

1
Corrigé : On a f,(x) = o <—2> pour z € [0; 1] (trivialement pour x = 0 et par croissances
n—+oo n

comparées pour z € | 0;1]. On en déduit la convergence simple de > f,, sur [0; 1]. Les fonctions
fn sont dérivables et on trouve

V(n,z) e Nx R fl(z) =n?(2nz* ' — (2n + 1)z*") = n*2’n —1(2n — (2n + 1)z)

Ainsi e nle=p(1- ) = o (1o L)
1nsi n nlloo = Jn — = -
2n+1 2n +1 2n +1
1 n 1 1 1 1
et <1 — > — e”““@‘m) = 62”<_2n+1+0(5)) — s e "2



d’otl [ fulle ~ mne 2 —s 100
n—+o0o n—oo

Par conséquent, la série Y || fu]|l diverge grossiérement. Supposons que la série > f,, converge
uniformément sur [0;1]. Ainsi, on dispose d’un seuil N entier tel que, pour n > N, le reste R,
est borné et on a ||R,||cc = o(1). Or, on a f, = R,—1 — R,, pour n entier non nul d’ou, par
inégalité triangulaire

V2N fulle = [Rn1 = Rullo < [Rafloo + [Ruflec = 0(1)

ce qui contredit || f,||cc — +00. On conclut
n—oo

La série de fonction ) f,, converge simplement sur [0; 1]
mais ni uniformément, ni normalement sur [0;1].

Exercice 3 (**)

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions ) f,, avec

xn

1+ nx

V(n,z) e Nx[0;1] falz) =

1
Corrigé : Soit n entier. On a f,(z) = o(a™) pour z € [0;1[ et f,(1) = iTn On en déduit la
n
convergence simple de Y f,, sur [0;1[. Les fonctions f,, sont dérivables et on trouve

nz" 1+ (n—1)x)
(1 + nx)?

On en déduit la croissance des fonctions f, et par conséquent

VYn €N anHoo,[O;l[:fn(l) =

V(n,z) e Nx[0;1] folz) =

1
1+n

Soit @ € [0;1[. Pour les mémes raisons, on trouve

Vn e N ||fn||oo,[0;a] = fn(a)

Pour n entier, on trouve par troncature du reste
2n 2n
Ve e [0;1] Ro(z) > Y fulz) = Yo foulx) = nfon(2)
k=n+1 k=n+1
En supposant R,, borné sur [0;1[, pour n assez grand, il vient
n 1
- y
1+2n nooo 2

ce qui nie la convergence uniforme de R,, vers zéro sur [0;1[. On conclut

HRn”oo,[O;l[ > an2n||oo,[0;1[ = nfon(1)

La série > f,, converge simplement sur [0; 1 [, ni normalement, ni unifor-
mément sur [0; 1| mais normalement sur [0;a] pour a € [0;1].

Variante : Pour la convergence uniforme sur [0; 1], si elle avait lieu, comme f,(z) — fa(1) =
x—
1

pa.”

, on devrait avoir »_ f,,(1) convergente d’aprés le théoréme de double limite ce qui n’est



Exercice 4 (**)

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions > f,, avec

n>1
* In(n + 1)
V(n,a:) e N* xR, fn(l') = m
. 1
Corrigé : Pour z >0, on a fulx) = ol —
n—-+00 nz2
par croissances comparées d’on la convergence simple de > f, sur [0;+o0 [. Pour n entier non
n>1
nul et x > 0, on a
x x
In (n <1+—>) Inn In <1+—>
fule) = n// _ n
" n2 + x2 n2 + x2 n2 + 12
Avec I'inégalité de concavité, on trouve
Inn T

fa(z) <

et avec I'inégalité 2nz < n? + 22, on obtient

_|_
n?+ 22 n(n?+2?)

Inn 1
0< fulz) S —5 + 535
. 1
Ainsi | fallo =0 (—3)
nz
On conclut La série de fonctions ) f,, converge normalement sur [0;+o00 |.
n=1
Exercice 5 (*)
O S +00 1
Vo € R =) —
n pose T (x) nz::ﬁﬂ e

1. Montrer que S est bien définie et continue sur R.

2. Déterminer un équivalent simple de S(z) lorsque x — +o0.

1

Corrigé : 1. On pose V(n,z) e NxR  wu,(z) = —5——=
2 | 2
n‘+x
La série ) u, est une série de fonctions continues et on a [|u,|/c = —; pour tout n entier non
n=1 n
nul. La convergence normale et donc uniforme s’ensuit. On conclut

| La fonction S est bien définie et continue sur R. |

2. Pour x réel fixé, la fonction ¢t — PR est continue sur [0;+oo [, décroissante et intégrable
x

par comparaison et critére de Riemann. Ainsi, par comparaison série/intégrale, on obtient

oo dt oo dt 1 <7r (1)) T
R —— < < - & — |7 — Arct -] < S oo
Vx € /1 PR S(x) /0 PoB — 3 retan | — S(x) 5

On conclut S(x) ~ 21
x—+00 20




Exercice 6 (**)

1
O Vo> —1 {— -
n pose X Z i
1. Montrer que S est définie, continue sur I =] —1
2. Calculer S(z + 1) — S(x) pour z € L.

3. Déterminer un équivalent simple de S(z) pour z — —1.

400 [

1 1
Corrigé : 1. O V(n,z) € N* x I n - - _
orrigé n pose (n,z) U () DT
1 1 1
Soit z > —1. On a - — = * :O(_>
n n+z nn+z) n?
ce qui prouve que S est bien définie sur I. Soit a € | —1;0] et b > 0. On a
b 1
neN  ulogon < o = 0 ()
. n(n + a) n?

Comme tout segment de I est inclus dans un segment [a;b] avec a et b choisis comme pré-

cédemment, il s’ensuit que la série > u, de fonctions continues converge normalement donc
n=>1
uniformément sur tout segment de I et par conséquent

’La fonction S est définie, continue sur I.‘

2. Par linéarité du symbole somme (car convergence), il vient pour = € I

+00 1 1
1) — = —
Sl +1) = 8(x) nZ::l n+x n—l—x—i—l}

1
Par téléscopage, on conclut |Vz el — S(z+1)—S(x) = 1
T
1

3. Par continuité de S sur I, il vient S(z +1) —— S(0) =0 d’ou S(z +1) = 0( > et

z——1 z——1 x+1
on trouve

1
S ~ =
(%) z——1 x4+ 1

Exercice 7 (*)

+00 T
On pose Ve >0 S(z) = > (=1)"In (1 + —)

n=1 n

Montrer que S est de classe € sur [0; +00 .
Corrigé : On pose V(n,z) € N* x [0;+00] Up(z) = (=1)"In <1 + £>
n

La série > u, est une série de fonctions de classe €' qui converge simplement d’aprés le critére
n>1

x
des séries alternées puisque pour x > 0, la suite <ln (1 + —)) décroit et tend vers zéro. Par
n n>1

dérivation, on a



V(n,xz) € N* x [0;+00] u’(aﬁ):(

n-+x

. =" . , . . L
La série ( vérifie elle-aussi le critére des séries alternées et par majoration du reste, on a

sin+x
Wn,z) ENx [0:100]  [Ru(2)] € ——— < —
n,x : 400 W (
’ o “n+l+4+x n+1
D’oul IRn]leec — 0
n—oo

Ainsi, la série ) u/ converge uniformément sur R, (donc sur tout segment) et on conclut
nz=1

Se € ([0;+0[,R)

Exercice 8 (**)

On pose Vo > 1 ((z)=>—
. Montrer que la fonction ¢ est de classe € sur | 1;+00].
. Préciser la monotonie et convexité de la fonction (.

1

2

3. Déterminer xgglmf(x)

4. Déterminer un équivalent simple de ((z) pour x — 17.
5

. Etudier la convexité de In o(.

1
Corrigé : 1. On pose V(n,z) € N* x]1;4+00] up(x) = —
n$

Pour n entier non nul, la fonction w,, est de classe € sur | 1;+00[. Soit k entier. On a

In(n)*
ve>1  uP(z) = (—1)* (n)
nfL‘
1 k
don, pour a > 1 o s = 2
na
1+a . In(n)* 1 )
Avec a = , ON & par croissances comparées (n) = 0 <—) On en déduit la conver-
n® n—+oo n«

gence normale ) ulP série de fonctions € sur tout intervalle [a;+00 [ et ceci pour tout k entier
n=1
d’ou

(et>(]1;+00[,R)

2. La fonction ¢ décroit comme somme de fonctions décroissantes puis, par dérivation

teoIn(n)?
Vo > 1 "x)= > (n) >0
n=1 n®
Ainsi ’La fonction ( est décroissante et convexe.

3. Par convergence normale sur [2;+o00 [ par exemple, on a par double limite

+00




1
4. Soit « > 1. La fonction t — — est continue, décroissante, positive sur [1;+00[. Par compa-

raison série/intégrale, I'intégrale et la série sont de méme nature (c’est du Riemann en fait!) et

on a
[m%«(@su[m%
5.0n a Ve>1  (Inol)"(z) >0 < ((z)¢"(x) = (2)2 >0

Soit « > 1 et N entier non nul. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans 'espace euclidien
RN, on a

N ln(n)>2 < N In(n) 1 )2 < N > < N 1n(n)2)
i SV < _ . ST
<Z ne Z nx/2 pz/2 =~ nglnx Z ne

n=1 n=1 n=1

Faisant tendre N — +00, toutes les sommes convergent et on obtient

('(2)? < {(z)¢"(2)
On conclut ’La fonction Ino( est Convexe.‘
Exercice 9 (**)
to0sin(2"x)
On pose Ve eR S(x) = >, ———

— 2n
n=1
1. Montrer que S est bien définie et continue sur R.
2. Déterminer une relation reliant S(2x) et S(z) pour x réel.
3. En déduire que S n’est pas dérivable en 0.
(on
Corrigé : 1. On pose Vin,z) e NxR  w,(z) = s1n(2—n:1:)
1
On a > ||upllee = Z% qui converge (somme géométrique de raison 1/2). Ainsi, la série de
n>1 n>1

fonctions continues »wu, converge normalement et donc uniformément et par conséquent
n=1

| La fonction S est bien définie et continue sur R. |

+00 qj 2n+1 +00 gin (2™
2. Soit x réel. On a S(2z) = % M S sin(2"x)

n=1 2" n=2 2n
Dot Vr € R S(2x) = 2S(x) — sin(2x)

3. Supposons S dérivable en 0. Comme S(0) = 0, on trouve pour z non nul

28(237) B 2S(x) _ sin(2x)
2r  «x T
et faisant tendre z — 0 25'(0) = 25'(0) — 2

ce qui est absurde. On conclut

La fonction S n’est pas dérivable en 0.

6



Exercice 10 (**)

27 inf
e
Calculer pour n € Z I, = —d
P /0 1 — 2t
Corrigé : Soit n € Z. L’intégrale I, est bien définie en tant qu’intégrale de fonction continue sur
un segment puisque ‘26i9| = 2 ce qui garantit que le dénominateur de I'intégrande ne s’annule
pas. On a
1 27 inf 1 27 +oo o —ikO 27 +oo i(n—1—k)0
In_——/ e—_lgde_——/ eitn=105~ ¢ de——/ V7
2Jo 2Jo = 2F
ei(n—l—k)9
On pose V(k,0) e NxR  ug(f) = o
1
On a Vk e N lukloo = 5

terme de série géométrique convergente ce qui prouve la convergence normale et donc uniforme
de la série de fonctions continues » uy. Ainsi en intégrant terme a terme, on obtient

I_ 1+001/ 1(n1k: do

—27T5n 1,k
—57 sinz=1
On conclut Vn e€Z I, = 2
0 sinon
2m 1
Variante : La série ) luk(0)] dO = Z? converge ce qui garantit 'intégration terme a
0
terme et on retrouve le résultat précédent.
Exercice 11 (**)
+00 .Z'n
On rappelle Ve eR et => —
n=0 TL'

Etudier la convergence uniforme sur R, de la série de fonctions »_ f,, avec

V(z,n) e Ry xN  f,(z) = ¢ 'x
n!
Corrigé : On a convergence simple de >_ f,, sur R, avec
+00 €T
Vx>0 S(x)=e™®> —=e """ =1
n OTL!

La série Y f, est une série de fonctions de €. Par dérivation, on a

(n—x)z" e ®

V(n,z) € N xR, fi(x) =

n!

Ainsi EN  ||falleo = fuln) = -

n' n—+o0o 2mn



Par conséquent, la série Y f,, ne converge pas normalement sur R,. Supposons qu’il y ait conver-
gence uniforme. D’aprés le théoréme de double limite, on aurait alors

—T 5N

+00
1 =S(z)= lim S(z)= > lim S

T—r+00 n—pa—+oo  n!

=0

ce qui est absurde. On conclut

La série de fonctions > f,, ne converge pas uniformément sur R, .




