ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°47

Exercice 1 (***)

= (-
On pose Vo >0 n(x) =
n=1 n*
Montrer que 7 est de classe € sur ] 0;+00 .
—1)m
Corrigé : On pose V(n,xz) € N* x]0;+00] up(z) = (=1

La série > u, est une série de fonctions de classe ¢! qui converge simplement d’aprés le critére
n=1

. . . 1 D
des séries alternées puisque pour z > 0, la suite (—I décroit et tend vers zéro. Par dérivation,
n>1

n
on a
-1 n+11
V(n,z) € N* x]0;+00 u;(m):M
nit

Par croissances comparées Ve >0 lul ()] —— 0

n—oo

In(t
Pour x > 0 fixé, on pose Vit >0 o(t) = %
Cette fonction est dérivable avec

1 —zlIn(t)

1
a

d’ou la décroissance de ¢ sur [e% ; +00 [ Ainsi, pour x € [a;b] C |0;+00][, pour n > ea, le

critére des séries alternées s’applique et par majoration du reste, on a donc
In(n+1) o In(n+1)
(n+1)* = (n+1)

[Rn(2)] <

Ainsi HRnHom[a;b] >0
n—oo

La série Y u, converge donc uniformément sur tout segment et on conclut
n=1

n €% (]0;+00[,R)

Exercice 2 (***)

O Ve>0 Sz io (=1"
ose =
np * R = -

1. Montrer que S est bien définie et de classe € sur | 0;+o00 .

2. Déterminer lim S(z) puis un équivalent simple de S(z) pour z — +o0.
Tr—r+00

3. Déterminer une écriture intégrale de S(x) pour x > 0.

4. En déduire le comportement de S(z) lorsque x — 0.
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Corrigé : 1. On pose  V(n,z) € N* x]0;+00] up(x) =

La série Y u, est une série de fonctions de classe €>°. On a
nx1

V(/{:,x)ENX]O,+oo[ Un (I’)—W
Pour x > 0 et k entier fixés, on pose
k
u
Vu >0 = —_—
“ o) = Gy
La fonction ¢ est de classe € sur | 0;+o00 [ et par dérivation

, uF N1+ u)? [k(1 4+ uz) — (b + Dau] w11 + ux)k [k — au]
Vu >0 ¢ (u) = (1+ ux)z(kﬂ) - (1 + ux)k+2

On en déduit que ¢ décroit sur [— ;+00 | et par conséquent, la série Zug) vérifie le critére des
xr n>=1
séries alternées a partir d’un certain rang. Ainsi par contrdle du reste d’une série alternée, on

k
obtient pour n assez grand (n > — assure la décroissance car on aura — > —)
a a

kl(n+ 1)k < kl(n+ 1)k B
L+ (n+ Do)kt = (14 (n+ 1)a)k+ nsioo

V(k,z) € N x [a;+00] ]Rg’“(x)) < o(1)

On en déduit la convergence uniforme de Zug) sur tout segment et comme cecl vaut pour tout
n=1

k entier, les conditions du théoréme de classe €* pour une série de fonctions sont satisfaites &
tout ordre d’ou

Se¢>(0;+00[,R)

(—1)z

2. On pose V(n,z) € N* x]0;+00] vp(x) = T

La série > v, vérifie le critére des séries alternées d’ou, par controle du reste
n>1

T 1
* . <
V(n,z) € N* x]0;+00 | |R”($)|\1+(n—|—1)x\n+1

On en déduit la convergence uniforme sur |0;+00 [ de la série Y v, et comme on a

n=1
—1)»
Up () —— u
T—+00 n
on obtient, par théoréme de la double limite
+00 +00 (_1)n
S(x) = n >
zS(x) nz::lv (x) puevdd D
In(2
D’ou S(x) ~ — n(2)
Tr—+00 €T

3. Soit x > 0 et N entier non nul. On a

N (_1)n N 1 1 /N Ly N l(t:p)N+1
= —t*)rdt = ( —t* ”) dt :/ dt + (-1 / dt
n§11+n$ n;l/o (=) /0 nzl( ) o 1L+t* =1 o 1L+17
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1 ta: N-+1 1 1
Or og/( ) dtg/(tx)NHdt: » 0
0 0

1+t T+ 2(N+1) Noroo
1 _t,z'
Ainsi Ve >0 S(x) = / dt
o L+t
—tT
4. On pose V(z,t) € [0;+00[x]0;1] f(x,t):1+tx

Pour z > 0, on a t — f(x,t) continue sur |0;1] et pour t € |0;1], x — f(z,t) continue sur R,
par théorémes généraux. Enfin

V(z,t) € Ry xJO;1]  0<[f(2, 1)) <1

et la dominante t — 1 est clairement intégrable sur ]0;1]. Par continuité sous 'intégrale, on
conclut

1
S(z) — —=
z—0 2
Exercice 3 (***)
O +00o xn
n pose f(gj)_nz::ol—l—:c”

1. Etudier la définition, la continuité et la dérivabilité de f.
2. Déterminer un équivalent de f en 17.

xn

C 14gn
Siz>1louz < —1,o0na |u,(z)] —4 0 ce qui prouve la divergence grossiére. La fonction n’est
n—o0

Corrigé : 1. On pose Vin,z) e NxR  w,(z)

pas définie en x = —1. Si |z| < 1, on a
n
1@~ ol

d’out la convergence absolue de > u, sur | —1;1[. On conclut

La fonction f est bien définie sur | —1;1].

On a ug fonction constante. Soit @ € [0;1[. On a

n n

2" a
Sl—z] T 1—a
On en déduit la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions continues » u,
sur tout segment de | —1;1[ d’ou

X

V(n,z) € N* x [—a;a] e

fe?(-1;1[,R)

La série > _u, est une série de fonctions de classe €' sur | —1;1[ qui converge simplement. Par
dérivation, on a

nxn—l

V(n,z) e N* x| —-1;1] u’(ﬂﬂ):m

n

Soit a € [0;1[. I vient



V(n,z) € N* x [—a;a] ‘%(@|<LH O(1>

(1 — a)2 n—>:+oo ﬁ

Ainsi, la série Y u/ converge normalement donc uniformément sur tout segment de | —1;1[ et
par conséquent

fe?'(-1;1[,R)

2t 1

T 142t 144
La fonction h, est continue sur [0;+oc0 [, décroissante et positive. Il vient par comparaison sé-
rie/intégrale pour N entier

N+1 It N " 1 N J?t
dt < < -+ dt
0 1+ 2t ol +am =2 o 1+4+at

et faisant tendre N — +oo puisque 'intégrale généralisée est de méme nature que la série défi-
nissant f donc convergente, on obtient

+00 xt 1 +00 .QTt
at < f(z) < = dt
/0 1+t \f(:v)\2+/0 1+t

tln

2. Soit x €]0;1[. On pose Vt >0 ha(t)

Le changement de variable © = e¢*™®) donne

/“’O ! 1 /1 du In(2)
dt = =
o 14zt In(z) Jy, 1+u In(z)

, In(2)
Il en résulte alors S(x) o~ -1
Exercice 4 (**)
+00
On pose VY >0 S(x) = > [th(z +n) — th(n)]
n=0

1. Montrer que S est définie, continue, croissante sur R, .
2. Calculer S(z + 1) — S(x) pour x > 0.

3. Etudier la convergence de S en +o0.
Corrigé : 1. On pose
V(n,z) € Nx]0;+00] up(z) = th (z +n) —th(n)

On a Vn e N |ltun]|loo =1 — th (n)

puis l—th(n)=——— ~ 22"

La série Y 2e 2" est géométrique de raison e 2 d’ou la convergence absolue de > (1 — th(n)).
La série de fonctions continues » Ju,, converge normalement donc uniformément sur [0;+00 | et
comme il s’agit d’une somme de fonctions croissantes, on conclut

La fonction S est définie, continue, croissante sur [0;+00 [.

2. Par linéarité du symbole somme, il vient



+00

Vo >0 S(x+1)—=S(z) = > [th(x +n+ 1) — th(z + n)]

n=0
Par téléscopage Vo >0 S(x+1) —S(x) =1—th(x)
3.0mna VneN  wu,(z) — 1 —th(n)
T—r+00

Comme la série > u,, converge uniformément sur [0;+o0 [, il vient par double limite

+00

S(x) —— > (1 —th(n))

r—r+00 n=0

Variante : L’énoncé laisse supposer une autre stratégie. La fonction S est croissante donc admet
une limite éventuellement infinie en +oco par limite monotone. On a

VneN  S(n)= § [S(k+1)—S(k)] = ki_o [1—th (k)]

Comme la série > (1 —th (n)) converge, la suite (S(n)),, admet une limite finie pour n — +oo et
le résultat suit.

Exercice 5 (***)

+00 Tre —nx

O Vo >0 =y —

n pose x f(z) 20
1. Justifier que f est continue sur [0;+00[ et de classe € sur ] 0;+o0].
2. La fonction f est-elle dérivable en 07

3. Déterminer un équivalent simple de f(z) pour x — +o0.

—nx

Corrigé : 1. On pose Vn > 2 Ve >0 Fula) = xf o
nln(n
Les fonctions f,, sont dérivables avec
e—'I’L[L'
=2 Z ! 1—
vn Ve >0 () nIn(n) (1 —nx)
= ()
d’ U v 2 2 nlloo = g R
oi 122 Nl = ey =0 (o

Ainsi, la série de fonctions continues ) f,, converge normalement donc uniformément sur [0; +00 |
n=>2
et on obtient

La fonction f est continue sur [0;+00 |.

1
La série Y f! converge simplement sur |0;+oc0| puisque f/(z) = o <—2> pour x > 0 par
n=2 n

croissances comparées. S’il y avait convergence uniforme de > f) sur |0;+00[, on aurait par
n>2
double limite
+00 +00 1
/
2 fulw) —2 25
n=2

=0 sZonln(n)




ce qui est absurde puisque la série de Bertrand ) diverge. Soit [a;b] C ]0;+00]. On

1
nsanln(n)

e (1 + nb) :O< 1 )

nln(n) n?

trouve

=2 |[follefan) <

Par conséquent, la série Y f/ converge normalement donc uniformément sur tout segment de
n=2

]0;+00[ et on conclut

Ve>0  fe?'(0;+0[,R)
f ()

2. On a f(0) = 0. La fonction = — “——= décroit sur ] 0;+o0o[ en tant que somme de fonctions
T

décroissantes et admet donc une limite éventuellement infinie en 0™ par limite monotone. Puis,
pour N entier

N o-nz N1
lim M > lim € =>
e0t T =0, onln(n)  ,=enln(n)
N 1
Comme n;gnln(n) N il vient par comparaison
I
z—0 z—0t
Ainsi ’La fonction f n’est pas dérivable en O.‘
3. Soit > 0. O fl) = Ty e
. Soit z > 0. On a x) =
2In(2)  ,=snlin(n)
100 po TN T +00 T ef3x
Pui 0< < —ne _ T
e n=snln(n) 3111(3)723e 3In(3)1 —e—® ofwe™)
On conelut fa) ~ 2
n conclu ¥) o~ Y(2)

Exercice 6 (***)

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions > f,, avec

n>1
V(n,z) € N* x]0;+00 | fulz) =e—2Vn
Déterminer un équivalent simple de la somme S(z) pour x — +o00 et x — 0.
o 4 1 . 2 PN
Corrigé : Pour z > 0, on a f,(x) = o — | par croissances comparées d’ou la convergence
n—+0o0o n

simple de > f,. On a ||ful]le = 1 pour tout n entier non nul d’ou la divergence grossiére de
n>1

| falloo- Sila série converge uniformément, alors le reste R,, est borné pour n assez grand avec
n=1

|IRz||cc —— 0 mais
n—oo



ce qui est absurde. En revanche, pour a > 0, on a || f,|ls,[asr00[ = e~ et par conséquent

La série de fonctions Y f,, converge simplement sur | 0; +co [, pas uniformément
sur | 0; +00 [ mais normalement sur tout intervalle [a; +oo [ avec a > 0.

Soit # > 0. La fonction ¢ — e =V est continue, décroissante, positive sur [0;+00[. Par compa-
raison série/intégrale, on a

k+1 k
Vk e N / e’m‘/gdtée’””ﬂ et VE>1 e””‘/Eé/ etV qt
k k

-1
D’ou, aprés une sommation adéquat, intégrale et somme étant de méme nature

+oo +00 +00
—1+/ e ™Vidt < Ze—wﬁg/ e Vi d¢
0 0

n=1
+00 2
et on trouve Vo >0 / eVt = =
0 T
ce qul prouve S(x) a::O ;
+00
Puis, on a Vo >0 S(z) =e *+e Y e oVl
n=2
On pose Vn > 2 Vo >0 vp(z) = e —e(vi-1)

1 .
On a [[vp]lco1.400f =€V =0 (ﬁ d’ott la convergence normale sur [1;+00 | de la série de

fonctions ) v, et par double limite, on trouve

n=>2
+00 +00
Zef‘r(\/ﬁfl) —_— Z hm efx(\/ﬁfl) = 0
n—2 T—+00 "9 T—++00
On conclut S(x) ot et S(z) el
Exercice 7 (***)
Déterminer lim > (—
n—+oo f=0 \ 1
. E\"
Corrigé : On pose Vn € N* Sh=> (-
k=0 \T

k=0 n
k: n
On pose V(k,n) € N x N* up(n) = (1—— 1o.ny(k)
n
Avec I'inégalité de concavité classique In(1 — u) < —u pour u < 1, on obtient



Vk e N luglloo < 7"
d’ot la convergence normale de la série de fonctions > uy et comme on a

VkeN  wug(n) —— e

n—oo
+00 1
On conclut S, — >.e k=
n—oo 1—e-!
Exercice 8 (***)
Soit fo € €°([a;b],R). On construit (f,), en posant f,(z / fn(t)dt pour tout x € [a;b].

. +00
Etudier et évaluer la fonction g : @ € [a;b] — > fu(x).

n=1

Corrigé : Par récurrence immédiate, on montre f, € €"([a;b],R) pour n entier et on a

f!'= fu_1 pour tout n entier non nul. Notons M = Sup |f(t)|. Pour tout = € [a;b], on a
tela;b]

/fo dt’ /Mdt M(z — a)
/f1 dt‘ /Mt—a M(x;a>2

procédé qu’on peut itérer. Notons

|fi(z)| =

puis |f2()] =

(x —a)"
n!

Pn):  Veelab] |falz)] <M

La propriété &2(0) est vraie. Supposons #(n) vrais pour n entier. Il vient pour = € [a;b]

/fn dt' /Mt_“ dt = M(SE_“VZ+1

’fn+l ’_ ( )'

ce qui clot la récurrence. On en déduit

(b—a)"

WneN  [|fullw < Mo
n:

Par conséquent, la série > f,, de fonctions de classe € converge normalement donc simplement
n=1

et la série > f! = > f, converge normalement donc uniformément sur [a;b]. Ainsi, la fonction
n>1

g est de classe ¢! sur [a;b] et par dérivation

+00 +00
vrelab]  g@) =2 fulr) = X fa(@) = an( ) = fo(z) + g()
Ainsi, la fonction g est solution du probléme de Cauchy

{f’ — f = fol)
fla) =0

On conclut Vo € a;b] g(x) =e” (/xfo(t)et dt)




Exercice 9 (***)

On pose ve20 S@)= 2 (-1 (1 T x)>

n=1
1. Justifier que S est bien définie et continue sur [0;+00 .

2. Déterminer lim S(x).
Tr—+00

Corrigé : 1. On pose

V(n,z) € N* x [0;+00 un(7) = (=1)"In <1 + n(1 +x)>

Pour z > 0, la série ) u,(z) est alternée avec (|u,(x)|), décroissante de limite nulle ce qui
prouve que S est bien définie sur R,. Notons R,, son reste d’ordre n. D’aprés le théoréme des
séries alternées, on a

V(n,z) e N* xR [Ra(2)[ < In (1+ <n+1)x(1+x)> Sln <1+ n—1|—1>

n—00

Par conséquent, la série de fonctions continues ) "u, converge uniformément sur R, et on conclut

La fonction S est bien définie, continue sur [0; +oo |.

1
2. On a VneN*  (=1)"In (1+ ’ ) s (—1)"In <1+—)
n(l + x) T—+00 n
Ainsi, d’aprés le théoréme de la double limite, licite puisqu’on a convergence uniforme, il vient

S() —— & Im (o) = 3 (1 (14 )

T—+00 1 T—>+00 n=1

Notons Vn >1 S, = i (—=1)*In (1 + %) = i (—=1)*In <k_—;€_1>
k=1

k=1
Soit n > 1. En séparant les indices pairs et impairs dans Sg,, on trouve
n 2k +1 n 2k no(2k+1)(2k — 1)
o= 2 (55) - Em(5y)
=2 (=5 2in\gr—) = (11 (2k)2
En complétant, a la Wallis, pour faire apparaitre des factorielles, on obtient
no(2k+1)2k—1 2k)? 2 1)(2n)!?
S2n:1n<n( +1)( ), )) <(n+ )(2n) )
k=1 (2k)? (2k)? (2mnl)!

Avec I’équivalent de Stirling n! ~ <ﬁ) V21, il vient

n—+oo e
(2n>4n A
(2n + 1)(2n)1? o) 2
)4 ~ (2n+1)x In ~ o=
(2mn!) n—400 9in (ﬁ) (27n)? n—+oo T
e
2
Par suite S,, — In <_)
n—oo T

Or, la suite (S,), converge donc la suite extraite (Ss,), converge vers la méme limite et on
conclut

S(z) —— In <3>

r—r+00 v




Exercice 10 (***%)

Soit (ay),, une suite de réels deux a deux distincts. On pose
VeeR  F(zx)= >

1. Justifier que la fonction F est bien définie et continue sur R.

2. Déterminer le domaine de dérivabilité de F.

LSNP = —‘I — aTL|
Corrigé : 1. On pose V(n,z) ENx fulz) = 20(1 + |an|)
Soit &« > 0. On a
V(n,z) e Nx [—a;a] |fn(37)|<—(‘x|+|“"|)<a+l
27(1 + [an)) 2

On en déduit que la série de fonctions continues ) f,, converge normalement donc uniformément
sur tout segment [—a;a | d’ou

| La fonction F est bien définie et continue sur R. |

2. Pour n entier, la fonction f,, est dérivable sur R \ {a,}. Soit zg € A =R\ {a,, n € N}. On
pose

fu(x) = fulwo)

V(n,z) e NxR gn(x) = T — T sLe 7 20
fr (o) sinon
£
En particulier Yn € N "(29) = ————— avec &, € {—1,1
p fn( 0) 2n(1 + |an|> v { }

Les fonctions g, sont continues sur R et par inégalité triangulaire inverse
1
V(n,z) e NxR ||gnHOO<2—n

Par convergence normale et donc uniforme, il vient

M = Jiogn(x) — iogn(fo) = gﬂl(%)

T — Zo n=0 T=T0 =0
Ainsi, la fonction F est dérivable sur A. Soit ng entier. On considére

F(2) = Flan) _ fuol®) = frol@m) 5%y

T — Qp, T — Qp, n=0, n#ng

Ve € R~ A{an,} T(z) =

avec les fonctions g, définies comme précédemment en remplagant xy par a,,. Pour les méme
raisons que précédemment, la série de fonctions continues > g, converge normalement et

n=0, n#ng
il vient
+00 +00
Z gn<x) — Z gn<ano)
n=0, n#ng T=0ng  p=0, n#ng
fro () = fg(an,)

Enfin, le taux d’accroissement x — n’admet pas de limite pour x — a,, et par

T — Qp,
conséquent la fonction 7 non plus. On conclut

Le domaine de dérivabilité de F est R \ {a,, n € N}.

Remarque : Si on ne pense pas a prolonger par continuité la fonction g, en o € A pour n
entier, on peut procéder avec le théoréme de double limite par les mémes arguments que ci-avant.
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