Centrale MP

Un corrigé de Mathématiques 1

2019

I. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

L.A.

1. On a xu = det(XI, — M) = det ((Xln - M)T) — det(XI, — MT) =y, donc

I.B.

Ainsi sp(M) = sp (M") et donc |M et M' ont méme spectre

. <= : On suppose que M est diagonalisable.
Ceci q nous fournit P € GL,(K) et D € M,,(K) diagonale telles que M = PDP~1

YAEK, A€sp(M) < xu(A) =06 yyr(A) =0 A€ sp (MT)

donc M' = (P’l)TDTPT = (PT)i1 DP" d’out M' est diagonalisable

= : On suppose que M' est diagonalisable.

Pour montrer que M est diagonalisable, on utilise 'implication précédente en remarquant que M = (MT)

On a bien montré que

M' est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable

Matrices compagnons

. On a xcq(X) = det (XI, — Cq) =

On effectue alors les opérations élémentaires pour ¢ allant den —1a 1 : L; «— L; + XL;4 :

XCq (X) =

X (X) = (-1)"1Q(X)

X 0 ag
-1 X 0 a
0o -1 " : as
. . —1 X Ap—9
0O ... ... 0 -1 X+4+an

o ... ... 0 -1

Ainsi ’Q est le polynome caractéristique de Cq ‘

0 . oo . 0 Q(X)

-1 0 ... ... 0 Xvlgg X" ?24+... +aX+aq
0 1 . .

: .. =1 0 X2—|—an_1X+an_2

0 ... ... 0 -1 X+ ap_q

= (~1)" Q) (1)

T
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4. Ona (Cq)' =

0 1 0 0
0 0 1

: : : 0
0 0 1
—ap —aip ... —Aan—1

On a XcgT = XCq = Q ainsi Q(A) = 0.

€
T2
Soit X=1 . | € Mp1(K),

T
T = A1 To = ATy
T3 = A\T9 T3 = N1y

(CQ)TX =X <! —

T = A\Tp_1 Ty = Ny
—Q0T] —...— AQp_1Tn = \Tp, (—ap — a1\ — ... — @ 1 A" )z = A2y

Vi€ [2,n], z; = \i7lay

o T
Ainsi (Cq) X = XX <= { QN1 = 0

Notez bien que le "ainsi” concerne toute I’équivalence !

1
T T A
Comme \ est racine de Q, alors | dim (EA (CQ )) =1, E, (CQ ) = vect(X)) ou X =
Aﬁ—l
I.C. Endomorphismes cycliques
5. = : On suppose que f est cyclique.
Ceci nous fournit zg € E tel que B = (zg, f(x0), ..., " *(20)) soit une base de E
n—1
Il existe alors (Ao, A1, ..., A\n—1) € K™ tel que f™(z9) = Z Aif'(20)
i=0

n—1
Je pose alors Q = X" + Z(—)\i)XZ € K[X]

i=0
de sorte que Q est unitaire de degré n et Mg(f) = Cq

< : On suppose qu’il existe une base B = (e, e1,...e,—1) de E dans laquelle la matrice de f est de la forme
Cq, ou Q est un polynéme unitaire de degré n
Ainsi Vi € [0,n — 2], f(ei) = eit1
donc (eg, f(eo), f?(€o), ..., f"1(eg)) est une base de E et donc f est cyclique
f est cyclique si et seulement s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f
est de la forme Cq ot Q est un polynéme unitaire de degré n
6. <= : On suppose que x; est scindé sur K et a toutes ses racines simples.

Ainsi |sp(f)| = deg(xf) = dimE
donc f est diagonalisable d’aprés le cours
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< : On suppose que f est diagonalisable. Comme f est cyclique,
ceci nous fournit B une base de E et Q € K[X] unitaire de degré n tel que Mp(f) = Cq d’apres 5.
Ainsi Cq est diagonalisable et il en est de méme pour CQT d’apreés 2
Ainsi K" = €D By (CQ") donn= Y dim (B, (Cq'))
A€esp(f) )\esp(CQT)
or on a V) € sp (CQT) , dim (EA (CQT)) =1 d’aprés 4 donc |sp (CQT)‘ =n
or d’apres 1 : sp (CQT) =sp (Cq) =sp(f)
donc f admet n valeurs propres distinctes dans K

donc xy est scindé sur K et a toutes ses racines simples

Ainsi ’f est diagonalisable si et seulement si x ; est scindé sur K et a toutes ses racines simples

7. On suppose que f est cyclique.
Soit (Ao, ..., An—1) € K™ tel que i)\zfZ = Ogz(g)- Montrons Vi € [0,n — 1], A\; =0
Comme f est cyclique, ceci nous lfz(ilrnit x € E tel que B = (z, f(z),..., " !(x)) soit une base de E
n
donc Z Nifi(x) = OzE)(z) =0

=0
ainsi Vi € [0,n — 1], A\; = 0 car B est libre

Alors | (Id, £, f2,..., f*1) est libre dans L(E)

Je note d le degré de m¢. D’aprés le cours on a d = dim (K[f]).

Or (Id, £, f2,..., f*1) est libre dans K[f] donc d > n

de plus d’apres Cayley-Hamilton, on a x s est annulateur de f

d’ott g | x5 or ce sont des polynomes non nuls ainsi on a d = deg (77) < deg (xy) =n

ainsi n = d d’oul ’1e polynéme minimal de f est de degré n‘

On ne se sert pas de cette question pour montrer le théoréeme de Cayley-Hamilton dans le paragraphe I.D qui suit.

I.D. Application 4 une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton

8. On note N, = {m e N* (fi(x))0<l.<m_1 libre}.
On sait que 1 € N, car z # Og et que Vm > n, m &€ N, car dimE =n

Ainsi N, est une partie de N* non vide majorée par n — 1
donc N, admet un plus grand élément p € N*.
Ainsi la famille (fi(x)) est libre et la famille (f*(z)) est liée

0<i<p—1 0<i<p

On a bien l'existence de p € N* et de (ag,u,...,ap-1) € KP tels que la famille
(z, f(x), f2(x),..., fP~H(x)) est libre et apx + a1 f(x) + -+ + ap_1 P71 (x) + fP(x) =0

9. On a f (Vect(z, f(z), f2(x),..., 7 (z))) = Vect(f(z), f2(z), f3(z),..., [P(x)) car f linéaire
or fP(z) = —apz — ag f(x) + -+ — ap_1 fP1(x) € Vect(x, f(z), f2(x),..., P (z))
d’ou f (Vect(ar, f(z), f2(x),..., fp_l(:):))) C Vect(z, f(z), f2(x),..., fF~1(x))
Ainsi | Vect(z, f(x), f2(z),..., fP~1(x)) est stable par f
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10. Je note alors f 'endomorphisme induit par f sur Vect(z, f(z), f2(z), ..., [~ (x))
D’aprés ce qui précede B = (z, f(z), f2(x), ..., fF~1(x)) est une base de Vect(z, f(z), f*(x),..., [P~ (z))
On remarque que /\/lg(f) = Cq en notant Q = ap + X + - + a1 XP~1 + XP

don x ;= Q or Xf|Xf car f induit par f

On a montré que | X? + a,—1XP~! 4 - -+ + qp divise le polynome x ¢

11. En reprenant les notations précédentes, on a Q(f)(x) = 0 et il existe P € K[X] tel que PQ = xy
Ainsi x/(f) = P(f) o Q(f) done x(f)(@) = P(f) [QU)(@)] = P(f)(0) = 0 car P(f) linéaire

On a ainsi montré que : Vo € E, x(f)(z) =0

or x(f) € L(E) d’on ’Xf(f) est ’endomorphisme nul‘

I1. Etude des endomorphismes cycliques

II.A. Endomorphismes cycliques nilpotents

12. = : On suppose f cyclique alors deg (m¢) = n d’apreés 7
De plus d’aprés le cours, xy = X" car f nilpotente

or m¢|xs selon Cayley-Hamilton et 7; est unitaire par définition

donc 7y = X"
ainsi f" =0et Vi€ [0,n—1], ff#0
dottr =n

< : On suppose que r =n donc f" =0et f"1#£0
Ceci nous fournit z € E tel que f"~!(z) #0

n—1
Soit Ag, ..., Ap—1 € K tels que Z)\lfl(x) =0.
=0
On montre que Vi € [0,n — 1], A\; =0
On suppose, par 'absurde, que la propriété est fausse
Je note alors j le minimum de {i € [0,n — 1] | A\; #0}

n—1 n—1 n—1

Ainsi 0 = fr=17 (Z &f%x)) = Y NS @) | =N @)+ ) AT ()
i=0 i=j i=j

Or Vi > p, fi(x) =0donc \;f" Y(z)=0et \; #0

d’out f*~(z) =0 ce qui est absurde

Ainsi (z, f(x),..., f"1(x)) est une famille libre composée de n vecteurs de E et dimE = n
donc (z, f(x),..., f" 1(x)) est une base de E
donc f est cyclique.

On a montré que ’ f est cyclique si et seulement si r =n

On remarque que la matrice compagnon associée est unique car les coefficients de cette matrices sont donnés
par ceux du polyndéme caractéristique.

On sait que si f est cyclique et nilpotente, alors y; = X"
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II.B.
13.

14.

15.

16.

0 00
1 0 0 0
0 1 . 0
ainsi | la matrice compagnon de f dans ce cas est | . ) ) | eML(R)
1 00
0 10

Pour k € [1,p], (f — M\Idg)™* et f commutent car C[f] est une algébre commutative
donc ’Fk = Ker((f — AgIdg)™*) est stable par f‘
P
On a xf(X) = H(X — Ag)™ et les polynomes (X — )" sont deux a deux premiers entre eux

k=1
Alors selon le lemme de décomposition des noyaux, on a

Ker (x;(f)) = Ker((f = Mldp)™) @ - -- @ Ker((f — Apldp)™) =F1&--- & F,
de plus selon Cayley-Hamilton, x(f) = 0 et donc Ker (x7(f)) = E
dou|[E=F @---OF,
Soit x € Fi. On a (f — A\Id)™(x) =0

Pour tout y € Fi, on a (f — A\Id)(y) = ¢r(y) € Fi
ainsi pour tout p € N, (f — AgId)P(z) = ¢f () par récurrence immeédiate sur p

donc @Z]’“ (z) = 0, comme c’est vrai pour tout € Fy, on conclut que | ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fy,

D’aprés le cours, l'indice de nilpotence de ¢, endomorphisme de F; est majoré par dim Fj
ainsi | v, < dim(Fy)

Je note P = H(X — X)) Soit k € [1,p]. Soit z € Fy.

OnaP(f) = [JJX=X)"(f)| o (f = Aeld)™
iZk
donc P(f)(z) = H(x X)) | (@) = [TTX =2 (f) ] (0)=0

donc P(f) coincide avec I’endomorphisme nul sur chaque F, et E=F; @ --- & F, d’apres 13
donc P(f) =0

Je note d le degré de P comme P est unitaire alors (Id, f, f2,..., f%) est lice

donc d > n car (Id, f, f2,..., f*~ 1) est libre

P P
ord= Zyi d'ou n < Zl/i

=0
On remarque a l’alde de la question 14 que v < my pour tout k € [1,p]

doncnéchéka:n
k=0 i=0

ainsi les inégalités sont des égalités et | pour tout k € [1,p], on a v, = my, ‘
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17. Comme E=F; @ - - ®F, d’apres 13 et Vk E [1, 2], Vk < dimFy, d’apres 15

18.

on a donc avec la question précédente n = Z v < Z dim(Fi) =n
k=1

Comme a la question précédente, on obtient : ’Vk‘ € [[1,p]], v = my = dim (Fy) ‘

¢k est un endomorphisme nilpotent de Fy d’indice v = my, = dim (Fy)
donc selon 12, ¢, est nilpotent et cyclique.

0 O 0
1 0
. . 0 1 0o . :
ceci nous fournit une base By, de Fy, tel que Mp, (o) = | | € My, (C)
.0 0
0 0 1 0
En notant f; ’endomorphisme induit par f sur Fg,
M O ..o . ... 0
1 M :
1 A
on a alors Mg, (fr) = O ' k € My, (C)
. T . )\k 0
o ... ... 0 1 A

En concaténant les bases By pour k allant de 1 & p
On obtient une base B adaptée & la décomposition en somme directe E=F; & ---®F),

ainsi ’ B = (u1,...,uy) est une base de E dans laquelle f a une matrice diagonale par blocs de formes voulues

Remarque : pour la suite on peut démontrer que pour une telle base on a nécessairement :

VEk € [1,p], (f — MeId)™ (wmystm,_,+1) = O puis

VEk € [1,p], Vi € [1,mg], wmy+tms1+i € Fi

On peut aussi supposer que l'on travaille avec la base choisie.

Pour k € [1,p], on a wp,4.omy_,+1 € Fi
ainsi Vi € N, fH(upmy+-tmy_,+1) € Fi car Fy, stable par f
puis pour tout P € C[ ], on a P(f)(wmy+tmy_,+1) € Fi car Fy, est stable par combinaison linéaire.

Et ainsi P(f Z P(f)(wmi+-tmy_,+1) €st la décomposition de P(f)(xo) sur F1 @ --- @& F,

Soit Q € C[X]. On a donc Q(f)(x0) =0<=VEk € [1,p], Q(f)(ex) =0

Je note ey = Uy 4gm,_,+1 €t on a By = (e, prler), ..., gozn’“_l(ek)) est une base de Fy,
On a vu que la matrice de ) dans cette base est Cxmy

donc 7m,, = X™*k car ¢y, est cyclique et nilpotent et dim(Fy) = my, selon 12
VEk € [1,p], (f — MeId)™ (w4 tm,_,+1) = O puis
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19.

III1.

20.

Vk € [[1,])]], Vi € II].,mk]], Umq+-+my_1+i S Fk;

Par ailleurs on montre facilement que
VP € C[X], P(pr) = 0 <= P(pr)(ex) =0

car P(p;) commute avec tout ¢} et que (¢} (ex)) est une base de Fy.

0<i<my
Par ailleurs on a Q(¢x) = 0 <= X"™*|Q (nilpotent et cyclique)

donc Q(f)(er) = 0 <= Q(pr + A\eldr,)(ex) = 0 <= X" |Q(X + Ag)
ainsi Q(f)(ex) = 0 = (X = X)"*[Q(X)

donc comme les (X — A\g)"* sont deux a deux premiers entre eux,

P
on a finalement | Q(f)(z¢) = 0 < H(X — )" Q

k=1
n—1 A n—1 _
Soit (Ai)ocicn_1 € K™ tel que Z Xif*(zo) = 0 Je note Q = Z)\in de sorte que Q(f)(zo) =0
i=0 i=0
P P
ainsi H(X i)™ Q d’apres la question précédente or deg(Q) < n—1 < n = deg (H (X =)™ >
k=1 k=1

donc @ est le polynome nul et ainsi Vi € [0,n — 1], \; =0
donc (fi(xo))0<i<n_1 est une famille libre de n vecteurs de E et n = dimE

d’on (fi(x()))ogignq est une base de E ce qui justifie que | f est cyclique

Endomorphismes commutants, décomposition de Frobenius

L’application g — f o g — go f est un endomorphisme de £(E) dont le noyau est C(f)

Ainsi C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E)

De plus, soit g et h € C(f). Ona (goh)o f=gofoh=fo(goh)
ainsi C(f) est stable par o et il est clair que Id € C(f)
Ainsi ’C(f) est une sous-algebre de L(E) ‘

III.A. Commutant d’un endomorphisme cyclique

21.

22.

On a g(zg) € E et (o, f(x0),..., f" (o)) est une base de E.

d’ou |l'existence de Ag, A1, ..., Ap—1 de K tels que g(xg) Z)\kf x0)

n—1

11 suffit d’établir que les applications linéaires g et Z M\ f¥ coincident sur la base (xo, f(z0), ..., f* " (z0)).
k=0

On montre par récurrence immédiate que Vi € N, g € C (f”)

Soit i € [0,n — 1]. En utilisant 21 et le fait que 1’algébre K[f] est commutative

9 (f1(x0)) = 1 (9(x0)) (Z A f* (o ) = z_:)\kfk (f'(z0))

k=0
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n—1
donc g = Z/\kfk et m

k=0
23. On vient d’établir le sens direct (avec un polynome de degré < n — 1)
La réciproque vient du fait que K[f] est une algébre commutative et que K,,_;[X] C K[X] et f € K[f].
On conclut que

’g € C(f) si et seulement s’il existe un polynome R € K,,_1[X] tel que g = R(f) ‘

II1.B. Décomposition de Frobenius

24. On suppose que G = F; U ---UF, est un sous espace de E.
Par I'absurde, je suppose qu’aucun des sous-espaces F; ne contient tous les autres.
Ainsi 7 > 2 et G # {0}.

Méthode 1 : Quitte a réduire le nombre, on peut supposer qu’aucun F; n’est inclus dans la réunion des
autres. Cela nous fournit 1 € Fy qui n’est dans aucun des F; pour ¢ > 2.

Sinon, F; # G et on peut aussi trouver y € G\ Fy.

Pour tout scalaire A\, on a y + A\x; € F1 (car sinon y € Fy) et ainsi y + A\xy € FoU---UF,.

La droite affine y + Kx; est donc incluse dans Fo U --- UF,. et contient une infinité d’éléments

car K est infini et ¢t € K — y + ta; est injective car 21 # 0

Ceci nous fournit j € [2,7] et A # X dans K tel que y + Azy € Fj et y + Nz € Fy

donc z1 € F; (par combinaison linéaire) ce qui est absurde

Méthode 2 : Comme G est un K—espace vectoriel de dimension finie, on peut munir G d’une norme.
De plus les notions topologiques sur G sont indépendantes du choix de la norme car dim G < +o0.
Comme les F; sont des sous-espaces de G de dimensions finies, ce sont des fermés de G.

Soit i € [1,r]. Comme F; # G, cela nous fournit e € G \ F;.

Soit z € F;. On a alors : Vp € N*, =z + ;1)6 ¢ F;

Pour toute boule B, centré en x, il existe pg € N*, x + pioe € B, car (9[; + p%e) converge vers x

p=1
Ainsi relativement a G, les F; sont des fermés d’intérieurs vides.

Donc pour ¢ € [1,r], Q; = G \ F; un ouvert dense dans G

(]
On pose V; = m Q;
j=1
On montre par récurrence finie que les V; (1 < < r) sont des ouverts non vides de G
Pour l'initialisation c’est évident car Vi = 2 est dense dans G.
Pour I'hérédité, on suppose pour ¢ < r que V; est un ouvert non vide
on a Vit1 = V; () Qi4+1 est un ouvert (intersection de deux ouverts) et non vide car V; # () et ;41 dense

donc V. # et V, =G\ U F; | =0 ce qui est absurde
j=1

Ainsi ll’un des sous-espaces F; contient tous les autres‘

Remarque : Pour r = 2, il existe une preuve classique purement algébrique. Pour le cas général, la preuve
doit utiliser le fait que K est infini.

En effet, si je prends le corps K = Z /27, E = K2, F1 = Vect ((1,0)), Fo = Vect ((0,1)) et F3 = Vect ((1,1)).
On a E =F; |JF2UF3 et pourtant aucun des sous-espaces F; ne contient tous les autres.
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25.

26.

27.

28.

Soit € E On considére 'application ¢, : P € K[X] — P(f)(x) € E.

Comme I, = {P € K[X]/ P(f)(z) = 0} est le noyau de 'application linéaire ¢y,

I, un sous groupe de (K[X], +)

Pour P eI, et Q € K[X],ona QP €1,

car (QP)(f)(x) = (Q(f) o P(f)) (2) = Q) (P(f)(x)) = 0 car Q(f) € £(F)

d’ot I, est un idéal de K[X] comme 7y € I, cet idéal est non réduit a {0}

ce qui nous fournit 7y, € K[X] unitaire (donc non nul) tel que I, = (7¢,) = {77,P |P € K[X]}

On remarque que : Vo € E, 7y |ms

N

Si on écrit 7y = H P décomposition en facteurs irréductibles, ou N € N*, les P; sont irréductibles unitaires

k=1
et distincts deux & deux et enfin les a; € N*.
N
Alors le nombre de diviseurs unitaires de 7y est H(oz,- +1)
k=1
N
Ainsi 'ensemble {7, |2 € E} est fini de cardinal noté r ou r € [1, H(ai +1)]
k=1

On peut donc choisir uy,...u, € E, tel que {7, |z € B} = {ms,, |i € [1,7]}

Ainsi E = U ker(m s, (f)) car Vo € E, = € ker(my.(f))
i=1
La question 24 nous fournit ig € [1,7] tel que ker(myy, (f)) =E
On note x1 = u;, et on a ker(ms,, (f)) =E
On remarque que Ff,xl(f> = OL(E) donc 7Tf|7rf,x1
Or Tf o |7 ¢ et ce sont des polynomes unitaires

donc 7y, = 7y Finalement
VP € K[X], P(f)(a:l) =0+ 7I'f|P

en faisant comme en 19, on montre que | (z1, f(x1),..., f< (21)) est libre

En faisant comme en 9, on montre que ’El est stable par f‘
De plus, on a By = {P(f)(21)/ P € Kg1[X]} C {P(f)(z1)/ P € K[X]}
Soit P € K[X]. Comme 7y # 0,

P=Qnmn;+R

deg(R) < d = deg(my)
On a alors P(f)(x1) = [Q(f) o 77(f)] (21) + R()(w1) = R() (1) € (T()(an)/ T € Ky 1[X]}

On conclut que ’El ={P(f)(z1)/ P € K[X]}‘

D’apres ce qui précede B = (e1, e,...,eq) est une base de E;.

le théoréeme de la division euclidienne nous fournit Q et R € K[X] tels que {

De plus on a Mp(th1) = Cr, matrice compagnon du 7y polynéme unitaire de degré d = dim(E)

alors d’apres 5,

11 est cyclique ‘

Pour 7 € N, on note F; = Ker (<I> o fz) ainsi F = ﬂ F; est bien un sous-espace de E
€N
De plus, on a pour ¢ > 1, f(F;) C F;_1 donc

f(F)Cf<ﬂ Fz-)c (N fF)C (| Fia=F

1EN* 1EN* 1EN*
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d’ou | F est stable par f ‘
Soit w € E; NF.

d

Comme u € Eq, cela nous fournit Aq,...,\g € K tels que u = Z L€k
k=1
d—1
or ®(x) = \g et ®(f°(x)) =0 car u € F, donc Ay = 0 d’oit u = Z)\kek
k=1
d—1 d—2
puis f(u) = Z Aieit1 et donc Ag_1 =0et f(u) =) Apepi1
k=1 k=1
En réitérant le procédé, on trouve \g_o = ... =X =0

doncu =0

L’autre inclusion étant évidente, on a E; NF = {0} d’ou ’El et F sont en somme directe

29. Je note Wy lapplication linéaire induite par ¥ entre E; et K.
Soit x € Ker(¥y).
Onazx € Ey et ®(z) = ®(f(x)) == &(f¥1(z)) =0.
En faisant comme & la question précédente, on obtient z = 0
L’autre inclusion étant évidente, on a Ker(¥;) = {0}
Ainsi Uy est une application linéaire injective entre E; et K¢ or dim(E;) = d = dim(K%)
En utilisant le théoréme du rang, on obtient que W, est surjective puis bijective

Ainsi ’\If induit un isomorphisme entre E; et Kd‘

30. De la question précédente, on montre que W est surjective de E vers K¢ et que ker(¥) (N E; = {0}.
Ainsi dim (E;) = d =rg (V) et dim(E) = dim (ker(¥)) + rg(¥) = dim (ker(¥)) + dim (E;)
donc E = E; @ Ker(¥)
d-1
On a Ker¥ = ﬂ F; (les F; sont introduits en 28) on a donc F C Ker ¥
i=0
Soit « € Ker(¥). Montrons que x € F
Soit i € N. Tl suffit d’établir que ®(f*(z)) =0
Le théoréme de la division euclidienne nous fournit Q et R € K[X] tel que deg(R) < d et X' = Qrs + R.

d—1
On peut écrire R = Z a;,X*. On a comme en 26 et car ® est linéaire
k=0
' d—1
O(fi(x) = @ (0) + @ (R()(x) =0+ Y ax® (f5(x)) =0
k=0

ainsi F D Ker ¥ d'ou F = Ker ¥

on conclut que |[E=E; @& F

31. Préambule : Avant de commencer la construction par récurrence, on remarque que dans ce qui précéde le
polynome minimal de f est celui de 91 et donc que Vo € F, 7y, (f)(z) =0

Initialisation : On prend E;, F et ¢); comme ci dessus.
On a E; stable par F et ¢ cyclique.
On pose Py = my = my,, G = F de sorte que E; &€ G; = E
On aVx € Gy, P1(f)(z) =0

10/14



Centrale MP Un corrigé de Mathématiques 1 2019

Hérédité : Soit k € N*.
On suppose avoir I'existence de k sous-espaces vectoriels de E, notés Eq, ..., E; et G tous stables par f,
tels que
— E=E1® - ®E, ® Gy;
— pour tout 1 < ¢ < k, 'endomorphisme ¢, induit par f sur le sous-espace vectoriel E; est cyclique;
— si on note P; le polyndme minimal de 1);, alors P41 divise P; pour tout entier ¢ tel que 1 <¢ < k—1
— Va € Gy, P(f)(z) =0
Si dim G, = 0, on s’arréte et on pose r = k
Sinon, on applique 24 & 30 a 'endomorphisme induit par f sur Gy
On obtient alors Egy1, Giy1 sous espaces stables par f et le polyndme Py tels que
E=E & - ®Ept1 ® Grpr;
— l'endomorphisme v induit par f sur le sous-espace vectoriel Ex1q est cyclique;
— si on note Py le polynome minimal de 41, alors Py divise Py,
— Vo € Giy1, Pera(f)(z) =0
On a ainsi la construction voulue au rang k.

Conclusion : Cette construction algorithmique s’arréte car a chaque étape dim(Ex) < 1 et donc r < dim(E).
car (dim Gy), est une suite a valeurs dans N strictement décroissante.
On obtient ainsi le résultat voulu.

On en déduit qu’il existe r sous-espaces vectoriels de E, notés Eq, ..., E,, tous stables par f, tels que :
_ EZElEB"'EBET;
— pour tout 1 < i < r, 'endomorphisme 1; induit par f sur le sous-espace vectoriel E; est cyclique;

— si on note P; le polyndme minimal de 1);, alors P; 1 divise P; pour tout entier ¢ tel que 1 < i < r — 1.

III.C. Commutant d’un endomorphisme quelconque

32.

33.

Je reprends les notations de la questions précédente pour la décomposition de Frobenius de f.
Je note A Dapplication telle que pour (g1,...,9,)L(E1) x --- x L(E,), on a A(g1,...,g,) défini sur E par
T

Algr, ... 90)(z) = g1(z1) + -+ - gr(ayp) OR & = ka et les x, € By
k=1
Ainsi définie, A est linéaire de L(Eq) x --- x L(E,) a valeurs dans L(E)
De plus on montre facilement que A est injective et que A (C(¢)1) x -+ x C(¢,.)) C C(f)
Ainsi dim (C(f)) 2 dim (C(¢1) x - X C(¢y)) = dim (C(¢p1)) + - - - + dim (C(¥)y))
or pour i € [1,7], en notant n; = dimE; on a C(1;) = Vect(¥), 1, . .. ,w;”*l) d’apreés 23 du ITLL A
Comme ; est cyclique alors (¥9, 11, . .. ,w?ﬁl) est libre d’apres 7

donc dim (C(¢;)) = n; = dim (E;) d’ou
dim (C(¢1)) + -+ + dim (C(¢)y)) = dim (E1) + - - - + dim (E;) = dim (E; & --- ¢ E;) = dim(E) =n

Ainsi ’1a dimension de C(f) est supérieure ou égale a n‘

On note d = deg (7y). D’aprés le cours, on a dim (K[f]) = d

or K[f] = C(f) et dim C(f) > n donc d > n.

Or on a m¢|x s comme conséquence de Cayley-Hamilton ainsi d < n
doncd=n

Or en reprenant les notations précédentes, on a dim(E;) =d=n
Donc E; = E et ¢1 = f or ¢ est cyclique

ainsi | f est cyclique
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