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Devoir surveillé n°4 - 4h

Problème I

Soit α > 1. On pose

∀n ∈ N∗ In =

∫ +∞

0

dt

(1 + tα)n
vn =

∫ +∞

0

u
1
α
−1(

1 +
u

n

)n du

1. Justi�er l'existence de In pour n entier non nul.

2. Avec le changement de variables t =
(u
n

) 1
α

, justi�er que l'application u 7→ u
1
α
−1(

1 +
u

n

)n est

intégrable sur ] 0 ; +∞ [ et exprimer In à l'aide de vn.

3. Montrer ∀n ∈ N∗ ∀u ⩾ 0
(
1 +

u

n

)n

⩾ 1 + u

4. Pour u ⩾ 0, déterminer lim
n→+∞

(
1 +

u

n

)n

5. Montrer vn −−−→
n→∞

Γ

Å
1

α

ã
=

∫ +∞

0

u
1
α
−1e−u du

6. En déduire un équivalente simple de In pour n → +∞.

Problème II

Pour t réel, on note S(t) =
+∞∑
n=1

tn

1− tn

1. Préciser l'ensemble de dé�nition D de S.

2. Montrer ∀t ∈ D S(t) =
+∞∑
n=1

d(n) tn

où d(n) désigne le nombre de diviseurs de n dans N.

1



Problème III

Soit I = [−a ; a ] avec a > 0. On note E = C ∞(I,C) puis
• D la partie de E constituée des fonctions développables en séries entières sur un voisinage
de zéro ;

• P la partie de E constituée des fonctions polynomiales.

On pose ∀n ∈ N Wn =

∫ π
2

0

sin(t)n dt

et pour f ∈ E

∀x ∈ I u(f)(x) =
2

π

∫ π
2

0

f(x sin t) dt

∀x ∈ I v(f)(x) = f(0) + x

∫ π
2

0

f ′(x sin t) dt

A. Préliminaires

1. Justi�er que P et D sont des sous-espaces vectoriels de E .

2. Montrer que si f ∈ E , les fonctions u(f) et v(f) sont bien dé�nies et appartiennent à E et que
l'on dé�nit ainsi des endomorphismes u et v de E .

3. Montrer que P est stable par u et v.

4. Établir pour n entier une relation simple entre Wn+2 et Wn. En déduire

∀n ∈ N WnWn+1 =
π

2(n+ 1)

5. Montrer que la suite (Wn)n est strictement décroissante. Déterminer sa limite et donner un
équivalent de cette suite.

B. Étude de la continuité de u et v

On considère la norme M sur E dé�nie par

∀f ∈ E M(f) = Max
x∈I

|f(x)|

6. Véri�er que M est bien dé�nie et montrer que u est une application continue de l'espace
vectoriel normé (E ,M) dans lui-même.

7. L'application v est-elle continue de (E ,M) dans lui-même ?

8. Véri�er que l'application N : E → R, f 7→ M(f) + M(f ′) est une norme sur E et montrer que
l'application v est continue de (E ,N) dans (E ,M). Les normes N et M sont-elles équivalentes ?

9. Soit f ∈ E et ε > 0. Montrer qu'il existe p ∈ P tel que f(0) = p(0) et |f ′(x)− p′(x)| ⩽ ε pour
tout x ∈ I. En déduire que P est dense dans l'espace vectoriel normé (E ,N).
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C. Étude de l'inversibilité de u et v

10. Déterminer les restrictions de u ◦ v et v ◦ u à P .

11. Déterminer (u ◦ v)(f) pour f ∈ E . L'endomorphisme v admet-il zéro comme valeur propre ?

12. Déterminer également (v ◦ u)(f) pour f ∈ E puis conclure.

Applications

13. Justi�er que la fonction sh réalise une bijection de R dans R. On note Argsh sa bijection
réciproque. Justi�er que Argsh ∈ E et préciser Argsh ′ et Argsh ′′.

14. Pour f ∈ E , déterminer une relation entre v(f) et u(f ′). Calculer u(Arctan ′) à l'aide du
changement de variables z = tan(t) puis en déduire u(Argsh ′′).

15. Soit f ∈ E . Montrer que f est paire (respectivement impaire) si et seulement si u(f) l'est.
Qu'en est-il pour v ?

D. Étude des valeurs propres de u et de v

16. Montrer que λ est une valeur propre de v si et seulement si
1

λ
est une valeur propre de u.

Qu'en est-il des vecteurs propres correspondants ?

17. Montrer que D est stable par u. L'est-il par v ?

On considère une valeur propre λ de u de vecteur propre associé f ∈ E .

18. Véri�er que pour n entier, le nombre mn = Max
t∈I

∣∣f (n)(t)
∣∣ est bien dé�ni et établir

∀x ∈ I |λ|
∣∣f (n)(x)

∣∣ ⩽ 2mnWn

π

En déduire que f ∈ P .

19. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de u et v.

20. L'espace vectoriel E admet-il base de vecteurs propres de u ? de v ? L'ensemble des valeurs
propres de u (respectivement de v) est-il une partie fermée de C ?
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