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Feuille d’exercices n°55

Exercice 1 (**)

Soit E euclidien et u € Z(E). Etablir

Im v* = (Ker u)" et Ker u* = (Im u)"

Exercice 2 (*)

Soit E = R™ avec n entier non nul nul et a un vecteur normé de E. Déterminer la matrice dans
la base canonique de Syee ()L -

Exercice 3 (*)

Soit A = (a;;) € O,(R) avec n entier non nul. Montrer :

> aiil <nyn

1<i,j<n

Exercice 4 (*)

Soit E euclidien. Soient F et G des sev orthogonaux de E. Montrer que

SF O Sg = Sa © SF = S(FaG)+

Exercice 5 (**)

Soit E = ., (R) avec n entier non nul nul muni du produit scalaire canonique. On pose
2
YMEE  oM)=M- = Tr (M),
n
1. Montrer que ¢ € O(E). Calculer ¢? puis décrire ¢.
2. Soit 1) € O(E). Décrire 1) o p oy~ L,

Exercice 6 (**)
Dans E euclidien, soit v € O(E) et v = id —u.

1. Montrer que Ker v = (Im v)™.

1n=1
2. Montrer que pour x € E,  lim ||= Y u*(x) — pker ()] = 0

n—+oo M k=0



Exercice 7 (**)

Soit a vecteur unitaire d’un espace euclidien E, o un réel et f, définie par
Ve e E fo(z) =2+ alz,a)a
1. Justifier que f, € Z(E).
2. Montrer que f, € GL(E) <= « # —1. Décrire f_;.

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour avoir f, € O(E). Quand la
condition est réalisée, décrire f,.

Exercice 8 (**)

Soit E euclidien et F, G des sev de E.
1. Déterminer (F + G)*.
2. En déduire (FNG)*.
3. On suppose F+_LG*. Montrer

Pr +DPag —Prng =1d et ppopg = pg o Pr = Prnc

Exercice 9 (**)

Soit E euclidien de dimension n entier non nul, % une base orthonormée de E et (xy,...,z,) €
E™. Montrer

n
|detg(z, .. 2n)| < T [l
k=1

Exercice 10 (**)

Soit E euclidien de dimension n entier non nul et (uq,...,u,) € E". On pose

n

Ve e E fx) = > (z,u)uy

=1

1. Montrer que f € Z(E).

2. Si (uq,...,u,) est une base orthonormée de E, déterminer f.
3. On suppose f € O(E).
(a) Montrer que (ug,...,u,) est une base de E.

(b) Pour i € [1;n], calculer (f(u;),u;) et en déduire que ||u;]| € ]0;1].

(c) Pour ¢ € [1;n], en considérant = € Vect ((uk)ke[[l;n]]\{i})L ~ {0}, montrer que
(u1,...,u,) est une base orthonormée.

Exercice 11 (**)

Soit E euclidien et G un sous-groupe fini de GL(E).
1. Soit f € O(E). Montrer que tout sev stable par f admet un supplémentaire stable.
2. Montrer que (z,y) — > (g9(x), g(y)) définit un produit scalaire sur E.
geG

3. Soit F sev stable par tous les éléments de G. Montrer que F admet un supplémentaire
stable par tous les éléments de G.



