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Devoir en temps libre n°11

Problème I

Soit E = R[X] muni de

∀(P,Q) ∈ E2 ⟨P,Q⟩ =
∫ π

0

P(cos(θ))Q(cos(θ))dθ

On pose F = Vect (X,X2).

1. Justi�er que (P,Q) 7→ ⟨P,Q⟩ est un produit scalaire sur E.

2. Déterminer pF(1).

3. En déduire d(1,F).

Problème II

L'objet de ce problème consiste en l'étude et la détermination de

∆n = Inf
(x1,...,xn)∈Rn

∫ +∞

0

Å
1 +

n∑
k=1

xkt
k

ã2
e−t dt

avec n entier non nul.

1. Justi�er, pour (x1, . . . , xn) ∈ Rn, la convergence de l'intégrale

∫ +∞

0

Å
1 +

n∑
k=1

xkt
k

ã2
e−t dt

puis montrer que la borne inférieure ∆n est bien dé�nie.

On note E = Rn[X] et on pose

∀(P,Q) ∈ E2 ⟨P,Q⟩ =
∫ +∞

0

P(t)Q(t)e−t dt

2. Véri�er que l'on dé�nit ainsi un produit scalaire sur E.

3. Déterminer ⟨1,Xk⟩ pour k entier.

4. Montrer qu'il existe un unique (a1, . . . , an) ∈ Rn tel que

∆n =

∫ +∞

0

Å
1 +

n∑
k=1

akt
k

ã2
e−t dt

puis établir l'égalité ∆n = 1 +
n∑

k=1

k!ak

5. On introduit le polynôme Pn ∈ R[X] dé�ni par

Pn = 1 +
n∑

k=1

ak(X + 1) . . . (X + k)

Montrer que Pn(j) = 0 pour tout j ∈ [[ 1 ; n ]].

6. Déterminer une écriture explicite de Pn.

7. Conclure.
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