ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°49

Exercice 1 (*)

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

1. > Arctan (n)z" 3. Y /nz" 5. > In(1 —e™")2"
2. Y1 42 In(n)2" 6. 3 In(sh (n))="

n=1
T
Corrigé : 1. On a Arctan (n) —— B d’ott Y Arctan (n)z" de méme rayon que » 2" et par

n—oo
conséquent

2. 0n a Vn € N el <e D" Le

Notant Ry, R et Ry les rayons respectifs de >_e 712", Ste("D" 27 et Yez” onaR; > R > Ry et
par ailleurs, on a Ry = Ry =1 d’ou

R=1

3.0n a Vn € N* 1<yn<n

Notant Ry, R et Ry les rayons respectifs de > 2", > \/nz" et > nz", on a Ry > R > Ry et par
ailleurs, on a Ry = Ry =1 d’oul

R=1

4. On a Vn € [3; +00] I<In(n)<n—-1<n
la deuxiéme inégalité s’obtenant par concavité de In. Notant Ry, R et Ry les rayons respectifs de
ZZ— > In(n)z" et > 2" on a Ry > R > Ry et par ailleurs, on a Ry = Ry =1 d’ou

n
9
n=1 n n=1

R=1
5. Pour 7 > 0, on a Inl—e™) ~ —e™
n—+oo

Les séries Y In(1 —e™™)z" et Y e "z" ont méme rayon de convergence et par suite
n>1 n>1

R=¢e

1 — —2n
6. On a In(sh (n)) =1In (e”Te> =n+0(1) ~ n

n—+oo

Ainsi, les séries Y In(sh (n))z" et Y nz™ ont méme rayon de convergence d’ou

R=1

Exercice 2 (**)

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
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1. > sin(mvn? 4+ 1)2" 3. > In(n!)z" . 2"
2. 2. <ICZ:1\/E> Z 4. ez 6. > (3™

Corrigé : 1. On a

sin(mv/n? + 1) = sin (Wn@) = sin <7m (1 + QLn? +o (%)))
o £ () o)

D’ou sin(mvn?+1) ~ (=1)" T

n—+00 %
Ainsi, les séries » _ sin(mvn? +1)z" et > . ont méme rayon de convergence (le facteur (—1)”%
n=1 n

n’influe pas sur le caractére borné) et par conséquent

R=1
2. 0n a Vn € N* 1 < 3 VE < nyn < n?

k=1
no1
Notant Ry, R et Ry les rayons respectifs de > 2", > <Z _k:) 2" et > nz",onaR; >R >Ry
n>1 “k=1

et par ailleurs, on a R; = Ry =1 d’ou

R=1
3. On a Vne[3;+00] 1<In(n!) =3 In(k) < nln(n) < n?

k=1

Notant Ry, R et Ry les rayons respectifs de > 2", > In(n!)z" et > n?2", on a Ry > R > Ry et
par ailleurs, on a Ry = Ry =1 d’ou

R=1
4. Soit 7 > 0. On a e "™ = exp(n?In(r) — n) = O(1) si et seulement si r < 1 d’ou
R=1

Variante : En z =1, on a ) e ™ convergente d’ou R > 1.

n2

r
5.Soitr>0etun:—'.0na
n!

Uppr 72T +o00  sir>1
0 sinon

Up, n+1 n—oco

D’aprés le critére de d’Alembert, la série > u,, diverge grossiérement si r > 1 et converge abso-
lument si » < 1. On conclut

R=1
6. Soit r > 0 et u,, = (2:;)7“2”. On a

Uy 2020+ 1)

= r Ar?




On utilise ensuite le critére de d’Alembert. Si 4r? < 1 ce qui équivaut a r < 1/2, la série converge
absolument d’ou R > 1/2. Si 4r? > 1 ce qui équivaut a r > 1/2, la série diverge grossiérement
d’on R < 1/2 et on conclut

1
R=3

Exercice 3 (*)

Déterminer le rayon de convergence puis la somme des séries entiéres suivantes :

1.3 2. Y na® 3. % <k§;k> 2"

1 1 x"
~ —et > — ameéme rayon de convergence que y_ x" d’oll un rayon
n+1lnsten S0

de convergence égal a 1. On pose

mn

n—+1

Corrigé : 1. On a

v S(r) = 5
re]-1;1] (x)—g0n+1
d’ou Vee]|—-1;1] zS(z) = —In(1 — z)
In(1—-2z) .
Ainsi Vee]—1;1] S(r) =< =z siz#0
1 sinon

2. La série > _nz*® a méme rayon de convergence que » x?" géométrique de raison z? d’ott un
rayon de convergence égal & 1. On pose

+00 +00
Vee]|—-1;1] S(z) = Y. nz* et T(x)= > na"
n=0 n=0

Par dérivation de série entiére, on trouve

d [teo d 1 x
Vee]|—-1;1] T(m):xﬂ[nzox}:xﬁ[l—x}:(1—x)2
et on a Vee]—1;1] S(z) = T(2?)
Ainsi Veel-1i1l 8@ = g

n
3.0nal< Y k< n? pour n > 1. Notant R;, R et R, les rayons de convergence respectifs de
k=1

Sy (Zk) 2" et > n?z" on a Ry = R > Ry et par ailleurs, on a Ry = Ry =1 dou R = 1.
k=1

Les séries entieres > na™ et Y a™ ont un rayon de convergence égal a 1 et d’aprés le théoréme
du produit de Cauchy

wer il 8 (5o (S (50)

n=0 =
+00o
La somme Y nx™ pour x € | —1;1[ a été obtenue a la question précédente et on conclut
n=0
Vee]-1;1] S i
xe|—1; r)=-——=
’ (1—a)




Exercice 4 (**)

Déterminer le rayon de convergence puis la somme des séries entiéres suivantes :

n

LSame oy v e (51

n>2n —1 k=1

. e” : X
Corrigé : 1. Onach(n) ~ o) et on en déduit un rayon de convergence égal & e ~1. On pose

n—s+00
+o0 +oo aM -n
Vee]—e e S(z) = > ch(n)z" = Z%x”
n=0 n=0

Les séries entiéres > e"z™ et Y e "z" ont pour rayons de convergence respectifs e 7! et e puisque
pour r = 0

e =0(1) < er<1l et e ™" =0(1) < e_17"<1

Par linéarité du symbole somme car convergence (absolue) sur | —e™!; [, il vient
Vee]—etie ™| S(z) = 2(26 z" +Ze_”x”>
Ainsi Vee]—etie™| S(:U)—1< ! )
’ 2\ 1es 1= e—la:
1 1
2. 0n a n2—1n4>f\-:ooﬁ
donc les séries et Zx— ont méme rayon de convergence et Zx—, > x™ ont méme
n22n2 —1 n;ln2 n>1n2
rayon de convergence. On en déduit que le rayon de convergence est égal a 1. On note
too T 1 too 1 1
Vee|—-1;1 S(x) = = - { }x"
] [ (z) n;nQ—l Z n—1 n+1

Par des arguments sembables, les séries et
& n;n 1 Ezn +1

a 1. Par linéarité car convergence, on trouve

ont un rayon de convergence égal

1 [+ 7 400 g
welotal  sw =L [EE_F )
z€l [ @) =5 |21~ 20
P +oo +oo ,n—1 |
- —1:1 = = —zIn(1 —
uis Vee]—1;1] ;::271 — xnz:;n ' zln(l — )
oo g 1 [t gntt 22 1 x?
el CLES ) gy )
¢ €] [ §2n+1 z \,—on+1 . 2 T n( T - 2
16 -) 3|
) m—a) 142 0
Ainsi Ve e]-1;1] S(z) =< 2 z)In(l —2) Tg o we 7
0 sinon
(2n)! 1

\

3.0n a

2 +1)!  2n+2)(2n+1) noo

d’ott un rayon de convergence égal & +oo. On pose
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Pour z > 0, on a S(z) =S (\/52) = io (\/E) = ch (y/x)

Pour x <0,ona S(x)=S (—\/—_x2) = Z_: (=)

n=0 (Zn)'
1z >
Ainsi Ve eR S(x) = ch (vz) S? v20
CcoSs (\/—x) six <0
n 1
4. On a Vn € N* 1<) -<n
=1k

n o1
Notant Ry, R et Rq les rayons respectifs de > 2" > (Z —) Z"et Y nz",onaRy >R >Ryet

n>1 “k=1 k
n

x

par ailleurs, on a Ry = Ry = 1 d’ott R = 1. Les séries >, — et > ™ ont un rayon de convergence
n=1 n

égal & 1 et d’apres le théoréme du produit de Cauchy

wermat £ (2D (52) (5

n=1 ‘=1 n=1

Ainsi Vee]—1;1] S(x) =

Exercice 5 (*)

Justifier que les fonctions suivantes se prolongent se prolongent en fonctions de classe € sur
R:

i 1— th
1. z— sin(z) 2. v —C(;S<x> 3. X — (z)
x x x
Corrigé : 1. On a
+00 2+l +00 N
v sin(e) = 2 (V"G ~ & TV G
+o0o "
sin(z) .
Ainsi Ve e R o(r) = x stz 70
1 sinon
Comme la fonction ¢ est développable en série entiére sur R, on conclut
La fonction ¢ est le prolongement € de x — sin(z) .
+00 2n +00 xQ(nfl)
2.0na VzeR cos(z) = ngo(—l)”(zn)! < 1—cos(z) = xzngl(—l)” @n)]
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On pose Vr e R o(r) = Z (=)™

n=1 (2n)'
1 — cos(z
. Bt iz
Ainsi VieR  pz)=q, 7
= sinon
2
Comme la fonction ¢ est développable en série entiére sur R, on conclut
, 1 — cos(x)
La fonction ¢ est le prolongement > de z — —————.
x
+00 x2n+1 +00 :L.Zn

+00 1»271

OI] pose VI' - R (,O(CU) = n;om
sh(z) .

Ainsi VeeR  pz)= stz #0
1 sinon

La fonction ¢ est développable en série entiére sur R donc de classe € sur R. Par ailleurs, la
fonction 1/ ch est de classe €°° sur R comme inverse d’une telle fonction dont le dénominateur
ne s’annule. On conclut

thz)

1
La fonction ¢ X o est le prolongement > de x —
c

Exercice 6 (**)

Développer en série entiére les fonctions suivantes et préciser les rayons de convergence :
1. x > cos(z) cos(2x) 2. x— In(z* — 5z +6) 3. x> sin(x)e V3
Corrigé : 1. Par linéarisation, on a

Ve eR cos(x) cos(2x) = % [cos(3z) + cos(x)]

1 too
D’ot Vi eR cos(z) cos(2x) = 3 ST(=1)"(9" + 1)z
n=0
2. On a VieR 2?-52+6=(2—1)(3—x)
Ainsi
Vee]-2;2]  In(z?—5z+6) =In(2—2) +In(3 — 2) = In(6) + In (1— g) +In (1 - %)

o1 1) 2"
Et finalement |Vr €]-2;2] In(z? — 5z + 6) = In(6) — > (2_ + _) .
n n

n=1 3n

+oo\/§ inZL‘n
< (V3+)

3.0na Vr e R sin(x)e\/gx =Im (e(\/gﬂ)x) =Im '
n=0 n:



et avec 'écriture trigonométrique v/3 +i = 2¢'5, on obtient

+00 2™ gin (25 "
Ve e R sin(z)e V3 = 20%

Exercice 7 (**)

+0o0 (_1)” 1
Montrer ngo(Qn D@10 /0 Arctan (t) dt

En déduire la valeur de cette somme.

(_1)nx2n+2
(2n+1)(2n +2)
que sa série dérivée deux fois > (—1)"x?". Or, pour r > 0, on a clairement (—1)"r*" = O(1) si
et seulement r < 1 et on en déduit son rayon de convergence R = 1. On pose

Corrigé : On consideére la série entiére ) . Elle a méme rayon de convergence

+oo I2n+2
—1;1 = -1
vz e]-1il] S() nz::()( ) (2n+1)(2n + 2)
Par dérivation de séries entiéres, il vient
Vrel-Lil[ S = S ) = S (e =
v ’ & _n:0 2n—|—1 v _n:O . _1+.1'2
Par intégration, on obtient
vodt
Vee]-1;1] S’(x):S’(O)—l—/O 1+t2:Arctan(w)
puis Vee]|—-1;1] S(xz) = S(0) +/ Arctan (t) dt = / Arctan (t) dt
0 0

(=1)" < 1 >
A =0|—
vee (2n+1)(2n + 2) n?
(=1)"
(2n+1)(2n + 2)
mann. D’aprés le théoréme d’Abel radial, il s’ensuit

S(0) — % L

2=1 1 =o(2n+1)(2n + 2)

par comparaison et critére de Rie-

on en déduit la convergence absolue de >

x
Or, la fonction x +— / Arctan (t) dt est continue sur R d’ou
0

1

/ Arctan (t) dt — [ Arctan (t) dt
0

rz—1 0

+00 (_1)n 1
lut = A d
On conclu T;) Gn i) 2n12) /0 rctan ¢ dt

En intégrant par parties, il vient

1 1
/ Arctan (£) dt = [t Arctan (1))} — / 14 = Arctan (1) — = [In(1 + £2)]!
; o 1182 2
o iy (=)™ 7 In(2)
Alnsl nZ:O(Qn +1)@2n+2) 4 2
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Exercice 8 (**)

On pose VvneN  aq,=> ——

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére » a, ™. On pourra déterminer
un encadrement simple de a,,.

+00
Par la suite, on note Vz € | —R;R| flz) = > a,z"

2. Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire (L) d’ordre un.

3. En déduire une écriture intégrale de f.

Corrigé : 1.S0it n entier non nul. On a
(n—1! 1 (n—1)!

:_gangnx =1

n! n!

S

Il s’ensuit R=1

2. Par dérivation d’une série entiére, il vient pour x € | —1;1]

f(x) = Z”an el 1121 (1 - TLZIE 1§ ) vt = zx”_l + zanlxn—l

la linéarité étant justifiée car chacune des séries entiéres concernées admet un rayon de conver-
gence égal a 1. Ainsi

1
La fonction f est solution de ’équation différentielle : ¢/ —y = ] .
—x
3. Par variation de la constante, on trouve
x e—t
Vee]|—1;1] f(m):ex/ dt
Exercice 9 (**)
On pose V(n,k) € N* x N Sn.x = Card {(z’l,...,z’n) eN"| >4 :k}
j=1
1. Préciser Sy puis justifier Snk = D Sn—1k—i
i=0

2. Déterminer un majorant simple de S, ; et en déduire le rayon de convergence de la série
entiére .S, x 2.

+00 +00 +00
3. Calculer > Sy 2%, > S,y 2" puis conjecturer une formule pour Y_S, ;. z" que lon dé-
= k=0 k=0

montrera.

4. En déduire une expression de S, .

Corrigé : 1. On a S1k = Card {i; e N | iy =k} = {k}

D'oil VkeN  Sip=1




Puis
k

n n—1
{(Zl,,ln) c N ‘ Z’szk’} = |_| {(ila"'7in17in>7 (’il,...,infl) ENnil ‘ Z’LJII{?—Z”}
j=1 J=1

in=0

Comme il s’agit d’une union disjointe, considérant les cardinaux, on trouve

k
Sn,k - an—l,k—i

=0

2. Soit (71,...,1,) € N™ tel que ) i; = k. On a donc
=1

Viell;n] 0<i; <k

dot Amk:{(il,..., .)€ N“|223 k}c [0; k]

Ainsi Snk < Card [[0; k)" = (k+1)"

On a également S, > 1 puisque le n-uplet (k, ,0) appartient & A,, ;. On a donc

Vk e N 1<Se < (k+1)"
Notons R le rayon de convergence de .S, z*, Ry celui de Y 2" et Ry celui de Y (k + 1)" zF
On a Vk e N Ri >R >R,

Par ailleurs, on clairement R; = 1 (série de référence) et I'équivalent (k + 1)" ~ k™ fournit

k—+o0
Ry = 1. On conclut
Le rayon de convergence de Y S, x ¥ est R = 1.
+oo +oo 1
3. On a Vee]—1;1] SNoSipat =Y ak =
k=0 k=0 l—z
Avec la relation établie a la premiére question, on a
k k
Vk e N SQ,k:ZSLlcfi:Zl:k—i_l
i=0 i=0
Par suite, avec un changement d’indice et par dérivation d’une série entiére,
+00 00 oo d [t
Vee]|—1;1] ZSkaIk:Z(kf‘*‘].)xk:Zkl'k1:—|:Z.Z’k:|
k=0 k=0 k=1 dr Li=
+ooS i 1
D’ot Ve e|-1;1 = —
ol z €] [ 2::0 2k T (1—2)2
On peut alors conjecturer la formule suivante
+00 1
Vn € N* Vee]—-1;1] N Sppat = —r
k=0 (L—a)"
Montrons ce résultat par récurrence. On pose
+0o0 1
HA(n) : Vee|—1;1 S, paf=—-—
() |-L1L SSwet= oo



e Initialisation (1) : La propriété Z?(1) est vraie (voir ci-avant).

e Hérédité Z(n — 1) = A(n) : Supposons & (n — 1) vraie pour n — 1 > 1 fixé. Avec la
relation admise dans ’énoncé, il vient

+00 +00 k
Vee]—1;1] SN Surah =3 (Esnl,kz) a”
k=0 k=0 \i=0

D’aprés le théoréme du produit de Cauchy appliqué aux séries entiéres > % et S, 1 2* dont
les rayons de convergences sont tous deux égaux a 1, il vient

+00 k +o0 +00
Vee]|—1;1] > (an—l,k—z) ak = (Zx") X (Z:Sn—l,k xk>
k=0 “i=0 k=0 k=0
1 1 1
= X =

l—-z (1—-z)»t (1—x)

ce qui clot la récurrence. On conclut

L
(1— )"

+00
VneN*  Vre]-1:1] S Skt =
k=0

4. Par dérivation d’une série entiére, on a pour z € | —1;1]

dn—t [ 1 (n—1)! drt roo k}
dgn—t  (I—z)®  dan? 20

1l—=z k=0

+00 too (L — 1)
= S kk—1)...(k—n+2)2F "D = wak
k=n—1 k=0 k

Par unicité du développement en série entiére, on en déduit

V(n,k) EN*xN S, = ("""

Variante : On peut répondre a cette derniére question uniquement avec des arguments combi-
natoires. Soit (n, k) € N* x N. On remarque

2.

Sy = Card {(il,...,in)GNn | (ij+1):k5+n}
7=1

L’intérét de cette écriture est d’avoir des composantes toutes non nulles dans le n-uplet (i; +
1,...,i, + 1). En écrivant
ntk=14+14...+1+1

TV
n+k termes

le probléme équivaut & choisir n — 1 signes + parmi les n+ k — 1 signes + afin d’isoler n paquets
qui formeront le n-uplet

ntk=1t+ +10O+ 41O .. Olt. +1
i1+1 io+1 in+1

On a donc ("ﬁ;l) choix possibles et on retrouve le résultat précédent.

Exercice 10 (**)

On pose VeeR  f(z)= e“”Q/ el dt
0

1. Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
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2. En déduire le développement en série entiére de f.

3. Etablir men Wy __4
’ =02k + 1% (2n 4+ 1) (")

n

x
Corrigé : 1. La fonction ¢ — e’* est continue sur R d’ot le caractére €' de z / e’ dt et

donc de f en tant que produit de fonctions de classe €’'. Par dérivation, il vient

Vr € R fl(x) = =22 f(z) + e e’

Ainsi ’La fonction f est solution de I’équation différentielle y' + 2xy = 1.‘

2. La fonction f est solution du probléme de Cauchy

{y’ +2zy =1
y(0) =0

Cherchons une solution développable en série entiére y(x) = > a,z" pour x € | —R;R[ avec R
n=0
qu’on suppose strictement positif. Par dérivation d’une série entiére, on a

+00
Vi €]-R;R]| y'(z) = Y na,z"!
On injecte les expressions dans 1’équation différentielle :

+00 +00
S naz™ Tt + 3 2a,2" T =1
n=1 n=0
Avec un changement d’indice dans la deuxiéme somme, il vient
+00 +00
ST na,a™t+ 3 2a, 02"t =1
n=1 n=2
Par linéarité du symbole somme dans l'intervalle de convergence, on obtient
+00 1
ar + Y, (nap + 2a,2) 2"t =1
n=2

Par unicité du développement en série entiére, on trouve
Vn € N ap=1 et VneN na, + 2a4,—o =0

La condition initiale f(0) = 0 équivaut & ap = 0. Par récurrence immeédiate, on a as, = 0 et
(9,41 # 0 pour tout n entier. On a

n aA2k+1 n n 2k n!
Vn € N nal = —1)" 4"

" azin = I 27 = 13%+1 2" gz~ V"G
Vérifions que le rayon de convergence de » a,z" = Zagnﬂx%“ est non nul. On pose u, =
|agni1| 72" pour r > 0. On a

Un+1 _ 272
Up  2n+1 nooo

On utilise le critére de d’Alembert. La série converge absolument pour tout » > 0 d’ou R = +o0.
D’aprés 'unicité du théoréme de Cauchy linéaire, on conclut

Ve eR @)= S~ e
v SE = S & P DT

11



+00 91
3. Avec le développement usuel e Z o pour u réel, il vient par intégration d’une série entiére

VieR  f(z) = (;f; - - ) </O“°°t2_”dt)
- (B (S50 - (Er5) (Earmm)

l.2n l.2n+1

— (=) et vy =
Vn € N u, = (—1) et v, CEEI

n!
Les séries > u, et » v, convergent absolument et d’aprés le théoréme du produit de Cauchy
(pour des séries numériques)

<,§(_1)nxn_2:) (i%) - ,:Zo:j) é(_l)kxki!k (2(n —xl:)(nj:kl);(ln — k)‘)

Soit x réel. On pose

_ X 1 & (”) 2n+1
A 2Ty 1>) !

Par unicité du développement en série entiére, on obtient
1o (") 4™n!
Vn € N — )k = ()
" R T o Sl A o 31

n!i=o
Avec un changement d’indice et en multipliant & droite et & gauche par (—1)", on conclut

n (_1)k o 4qn
mEN 1w T @t 1) ()

Remarque : On peut obtenir ce résultat de maniére naive. Soit n entier. On a

n (_1)k n 1 1 1
Z—Q(ki)l(’;):z(’;)/o(—tQ)kdt:/O (1—t2)”dt:%/_ (1—¢*)™dt

k=0 k=0 1

1
Notant I,,,,, = / (1 —t)™(1 + ¢)" dt pour (m,n) € N? on peut déterminer une relation entre
-1
Lnn et Ly1 -1 en intégrant par parties puis en déduire I, ,,.
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