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Problème I

1. L'intégrale dé�nissant ⟨P,Q⟩ pour (P,Q) ∈ E2 est bien dé�nie comme intégrale de fonction
continue sur un segment. L'application (P,Q) 7→ ⟨P,Q⟩ est clairement symétrique, linéaire par
rapport à la première variable par linéarité du produit à droite et de l'intégrale. Pour P ∈ E, on

a ⟨P,P⟩ =
∫ π

0

P(cos(θ))2 dθ ⩾ 0 par positivité de l'intégrale puisque l'intégrande est positif. Si

⟨P,P⟩ = 0, comme θ 7→ P(cos(θ))2 est continue positif sur [ 0 ; π ], il vient par séparation

∀θ ∈ [ 0 ; π ] P(cos(θ)) = 0

L'application cos réalise une surjection de [ 0 ; π ] sur [−1 ; 1 ] d'où

∀t ∈ [−1 ; 1 ] P(t) = 0

Ainsi, le polynôme P admet une in�nité de racines ce qui prouve sa nullité. On conclut

L'application (P,Q) 7→ ⟨P,Q⟩ est un produit scalaire sur E.

2. Le sev F est de dimension �nie. Par caractérisation géométrique du projeté orthogonal, on a
P = pF(1) ∈ F d'où P = aX+ bX2 avec a, b réels et

1− P ∈ F⊥ ⇐⇒
®
⟨1− P,X⟩ = 0

⟨1− P,X2⟩ = 0
⇐⇒

®
⟨X,X⟩a+ ⟨X2,X⟩b = ⟨1,X⟩
⟨X,X2⟩a+ ⟨X2,X2⟩b = ⟨1,X2⟩

Tous calculs e�ectués (linéarisation ou transformation cos(t)3 = (1− sin(t)2) cos(t) avec t réel),
on obtient

⟨1,X⟩ = 0, ⟨X,X⟩ = ⟨1,X2⟩ = π

2
, ⟨X,X2⟩ = 0, ⟨X2,X2⟩ = 3π

8

d'où le système


π

2
a = 0

3π

8
b =

π

2

⇐⇒ (a, b) =

Å
0,

4

3

ã
Ainsi pF(1) =

4X2

3

3. Par caractérisation métrique du projeté orthogonal, le sev F étant de dimension �nie, on
trouve

d(1,F)2 = ∥1− pF(1)∥2 = ⟨1, 1− pF(1)⟩ =
∫ π

0

ï
1− 4 cos(θ)2

3

ò
dθ =

π

3

On conclut d(1,F) =

…
π

3
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Problème II

1. Soit P ∈ R[X]. On a t 7→ P(t)e−t ∈ Cpm(R+,R) par théorèmes généraux et par croissances
comparées

P(t)e−t =
t→+∞

o

Å
1

t2

ã
Par comparaison et critère de Riemann, on conclut

L'intégrale

∫ +∞

0

P(t)e−t dt converge pour tout P ∈ R[X].

L'ensemble

®∫ +∞

0

Å
1 +

n∑
k=1

xkt
k

ã2
e−t dt, (x1, . . . , xn) ∈ Rn

´
est non vide et minoré donc ad-

met une borne inférieure �nie.

2. L'application (P,Q) 7→
∫ +∞

0

P(t)Q(t)e−t dt est clairement symétrique, linéaire par rapport

à la première variable par linéarité de l'intégrale, la convergence ayant lieu. Pour P ∈ E, on a∫ +∞

0

P(t)2e−t dt ⩾ 0 par positivité de l'intégrale, l'intégrande étant positif. En�n, soit P ∈ E

tel que

∫ +∞

0

P(t)2e−t dt = 0. L'application t 7→ P(t)2e−t est continue positive sur R+ donc, par

séparation, il vient P(t)2e−t = 0 pour t ⩾ 0 d'où

∀t ⩾ 0 P(t) = 0

Ceci prouve que le polynôme P admet une in�nité de racines et est donc le polynôme nul. En
conclusion,

L'application (P,Q) 7→
∫ +∞

0

P(t)Q(t)e−t dt est un produit scalaire sur E.

3. On a ∀k ∈ N ⟨1,Xk⟩ = Γ(k + 1)

où la fonction Γ est dé�nie par Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt pour x > 0. Par intégration par parties,

on montre

∀k ∈ N ⟨1,Xk⟩ = k!

4. Muni du produit scalaire dé�ni sur E, on peut réinterpréter ∆n par

∆n = Inf
(x1,...,xn)∈Rn

∥1− (−
n∑

k=1

xkX
k)∥2

Notons F = Vect (X, . . . ,Xn). On remarque que

ß
(−

n∑
k=1

xkX
k), (x1, . . . , xn) ∈ Rn

™
= F. Ainsi,

par croissance et continuité de t 7→ t2 sur R+, il vient

∆n = Inf
P∈F

∥1− P∥2 =
Å
Inf
P∈F

∥1− P∥
ã2

Comme l'ensemble F est un sev de dimension �nie, la caractérisation métrique du projeté ortho-
gonal donne l'existence et l'unicité de P0 ∈ F véri�ant Inf

P∈F
∥1−P∥ = ∥1−P0∥ avec P0 = pF(1).
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Notant P0 = −
n∑

k=1

akX
k dont la décomposition dans la base (X, . . . ,Xn) de F est unique, on a

donc montré

∃!(a1, . . . , an) ∈ Rn ∆n =

∫ +∞

0

Å
1 +

n∑
k=1

akt
k

ã2
e−t dt

En fait, on a

∆n = ∥1− P0∥2 = ⟨1− P0, 1− P0⟩ = ⟨1− P0, 1⟩ − ⟨ 1− P0︸ ︷︷ ︸
∈F⊥

, P0︸︷︷︸
∈F

⟩ = ⟨1− P0, 1⟩

Par suite ∆n =

∫ +∞

0

Å
1 +

n∑
k=1

akt
k

ã
e−t dt = 1 +

n∑
k=1

k! ak

5. Rappelons que F = Vect (X, . . . ,Xn). Par suite, il vient

1− P0 ∈ F⊥ ⇐⇒ ∀j ∈ [[ 1 ; n ]] ⟨1− P0,X
j⟩ = 0

Pour j ∈ [[ 1 ; n ]], on a

⟨1− P0,X
j⟩ =

∫ +∞

0

Å
1 +

n∑
k=1

akt
k

ã
tj dt = j! +

n∑
k=1

ak(j + k)! = j!× Pn(j)

Il s'ensuit ∀j ∈ [[ 1 ; n ]] Pn(j) = 0

6. D'après le résultat de la question précédente, le polynôme
n

Π
j=1

(j −X) divise Pn et par égalité

de degrés, on en déduit qu'il existe λ réel non nul tel que

Pn = λ
n

Π
j=1

(j − X)

En�n, on remarque que

Pn(−1) = 1 +
n∑

k=1

ak(1− 1)× (k − 1) = 1 et Pn(−1) = λ
n

Π
j=1

(j + 1) = λ(n+ 1)!

Autrement dit Pn =
1

(n+ 1)!

n

Π
j=1

(j − X)

7. Par dé�nition de Pn, on a Pn(0) = 1+
n∑

k=1

k! ak = ∆n. D'après le résultat précédent, on conclut

∆n = Pn(0) =
n!

(n+ 1)!
=

1

(n+ 1)
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