ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°63

Exercice 1 (**)

Soit (€2, o7, P) espace probabilisé et X, ..., X, variables aléatoires indépendantes de loi %;_1 ;.

1 n
1. Montrer  ¥(t,e) €]0;+00 P (—ZXZ- > 5) < e e ch(t)"
Ni=1

2

2. Pour ¢ > 0, comparer e = et ch (t).
]_ n

3. En déduire Ve >0 P (—EXZ. > E) < o<t/
Ni=1

Corrigé : 1. Soit ¢, > 0. Par croissance stricte de u +— e™ on a

]_ n n n
{—in > 6} = {ZXZ > na} = {exp <tZXi> > et”‘f}
Ni=1 =1 i=1

n
D’apres 'inégalité de Markov appliquée a la variable aléatoire finie positive exp (tZXZ), il vient
i=1

1 n n
P (—ZXi > 5) <e ™K (exp (tZXJ)
ni;=1 i=1

o (en(i50) (1)

et par indépendance puis égalité en loi des X;, il vient

: <Zﬁletxi> - iﬁlE(etXi) = (E(e™))"

Par transfert E(e™) =e'P(X; =1)+e'P(X; = —1) =ch t
1 n
On conclut Y(t,e) €]0;+00 [ P (—ZXi > 5) <e ™Mech™t
=1
2. D’apres les développements en série entiére usuels, on a
+00 t2n 2 +00 th
Vte R h(t) = t ez =
¢ ( ) ,;0(2n)' ¢ ¢’ n:02”n!

Une récurrence immédiate permet de prouver que 2"n! < (2n)! pour tout n entier d’ou

+2

vieR ch(t)<ez

Variante : On peut éviter une récurrence avec

(2n)! = T] k= T1(2k) x [T (2% —1) = 2n! [T (2k — 1)

1 2
3. Soient £, > 0. On obtient P <—ZXZ. > 5) < o—tnetnly
Ni=1



En choisissant t = ¢, il vient

1 n
Ve >0 IP’(—ZXZ->5> < e me?/2
ni=1

Remarque : Le choix t = ¢ est optimal sur la derniére égalité puisqu’il s’agit de la valeur de ¢
qui minimise le trindbme dans ’exponentielle.

Exercice 2 (**)

Soit (€2, o7, IP) un espace probabilisé, (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
loi B(p) avec p € |0;1]et Y, =X, + X411 + X,12 pour tout n > 1. Montrer

]_n
Ve >0 ]P’(EZYk—Sp >5>—>0
k=1

n—oo

Corrigé : Les Y,, ne sont pas indépendantes! En effet, on a
Vn > 1 PY,=3Y1=0)=0#P(Y,=3) xP(Y,01=0)
Soite >0etn=>1. 0Ona

2
1 & 12 €
{ —ZYk—?)p‘ 28} C U {‘—mee—p‘ z —}

Ng=1 —p “1Tk=1

3
1 n 2
D’otl P(‘—ZYk—3p‘ 25) <ZP<
Ng=1 =0

6)
> -
3

Pour ¢ € [0; 2], les variables (Xji¢)r sont indépendantes, de méme loi, avec des moments
d’ordre deux. D’aprés la loi faible des grands nombres, il s’ensuit

1 n
— > Xyjpe — D
Ng=1 "

Ve >0 ]P(

1 n
—EYk—3p' 25) — 0
Np=1

n—oo

Exercice 3 (**)

Une urne contient n billes numérotées de 1 & n. On saisit une poignée de billes et on note X

la somme des numéros des billes. En supposant que toutes les poignées sont équiprobables, que
vaut E(X) 7

Corrigé : Soit U~ %p([1,,]) et X = > z. On peut écrire

zeU
X =3 klkeu
k=1
Par suite E(X) = Zn:k]P’(k e U)
k=1
Card P([1;n] ~{k}) 27! 1
1: P — — S
et vke[lin] (kel) Card P([1; n]) AL 2
"k nn+1)
On conclut EX)=> -=
k=12 4




Variante : On peut aussi considérer (Xy,...,X,,) des variables i.i.d de loi #(1/2) avec le for-
malisme suivant : X; vaut 1 si ¢ pioché et 0 sinon. On a

U={ie[1l;n]|Xi=1}~%p(1;n))

puisque VA € P([1;n]) P(UzA)zP(ﬂ {Xizl}ﬁﬂ{Xi:0}> :2%

1EA i€A
Puis X = > kX
k=1
n n(n+1)
et on retrouve E(X) — ZkE(Xk) — —
k=1

Exercice 4 (***)

Soit p € ]0;1[ et ¢ = 1 — p. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi de Bernoulli de paramétre p. On pose

n S, —np
Vn>1 S, =>.X%,; T, =

i:Zl v 1Pq
1. Donner la loi et la fonction génératrice de S,,.
2. Déterminer E(T,,), V(T,).

3. Calculer E(x™") pour x > 0 puis lim E(z™).

n—+oo

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. La variable aléatoire S,, est somme de n variables indépen-
dantes de loi de Bernoulli #(p) d’ou

Sp~PB(n,p) et VteR Gs,(t) = (pt+1—p)"

2. Soit n entier non nul. On a par linéarité de ’espérance

1 n
EX;—p)=0
qu; (Xi —p)

E(T,) =
Puis, par indépendance des X;, il vient

1 n 1 & npq
a) = Ly ($) = LSty -
(Tn) npq 1:21 nqpizzl( ) npq

Ainsi Vn € N* E(T,)=0 et V(T,) =1

Remarque : La variable aléatoire T,, est dite centrée réduite.

3. Soit x > 0. Par indépendance des X;, on trouve

n

ipq (Xl - p) n X;,—p n X;—p
=1 i=1

Puis par transfert, on obtient

E ({L‘T") — (px\/% + q;p_\/%>n —

pexp <\/nzpln(x)> + gexp <—\/nz;1n(x)>r

Avec un développement limité a 'ordre deux, il vient

3



11)(1)2

On conclut Yz >0 E (ZET”) — e 32

n—oo

Remarque : Ce résultat est une conséquence du théoréme de la limite centrée ou de son corollaire
qu’est le théoréme de Moivre-Laplace.

Exercice 5 (**%*)

Soit (€2, 47, P) un espace probabilisé et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes

de méme loi £ (1/2). On note S,, = > X; pour n entier non nul.
i=1

1. Déterminer une expression sommatoire de u,, = P (Sn < 5)

2. Pour n > 1, on note v, =P <Sn > g) Etablir I’égalité

Vn>1 vn:un—i—P(Sn:g)

3. En déduire le comportement asymptotique de u,, pour n — +oo.

Corrigé : 1. Ona P (Sn < g) =P |_| {S,. =k} | = . P(S, = k)

0<k<2 sk<z
n 1 n
Dot P(S.<2)=o- 5 ()
1 n
2. On a wm=P| || {Sa=k )= T PS=k=5 3 (})
%gkén 5 <k<n F<k<n
Avec le changement d’indice k <— n — k, on trouve
1 n n
= D ()= X PS=k) =P (S.< ) +P (8. =)
0<k< 2 0<k<2
. n
Autrement dit Up = Uy + P (Sn = 5)
3. Si n est impair, alors P (Sn = 5) = 0.
Supposons n = 2m. On a
Cr) _ _(2m)!

P(Som = m) = 92m 22m (1])2

Avec I'équivalent de Stirling, on obtient
1 e 1 2m 1

om 2m
PSan=m) ~ s () 5o <—> 2V T

4




Par conséquent, indépendemment de la parité de n, on a

Up, = Uy, + 0(1)
Enfin, les événements {Sn < g} et {Sn > g} sont complémentaires donc u,, et v, vérifient le
systéme
Uy + 0, =1
Up — Uy = 0(1)
. 1 1
Ainsi Up ==+ o0(l) — =
2 n—oo 2

Exercice 6 (***)

Soit (€2, 47,IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire de loi %{¢,,—1] avec n entier.
On suppose n non premier avec n = ab et a, b des entiers supérieurs ou égaux a 2.

1. Montrer qu’il existe un unique couple de variables aléatoires (Q,R) a valeurs dans N tel
que X =aQ + R avec R(Q) C [0; a—1].

2. Préciser la loi de (Q,R) puis de Q et de R.

3. En déduire qu’il existe Y et Z, variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N dont
on précisera les lois telles que X ~Y + Z.

Corrigé : 1. Soit w € 2. D’apreés le théoréme de la division euclidienne il existe un unique couple
(q,r) € Nx[0; a—1] tel que X(w) = ag+r. Ceci prouve l'unicité du couple de variables aléatoires
solutions sous réserve d’existence. On définit 'application ¢ : N - N x [0; a — 1],z — (q,7)
qui & z associe son couple quotient-reste. Cette application est bien définie et bijective d’apreés
le théoréme de la division euclidienne et on pose (Q,R) = ¢(X). Il s’agit bien d’une variable
aléatoire discréte en tant que fonction d’une variable aléatoire discréte et par construction, on a

X =aQ+Ravec R(Q) C[0;a—1]

X
Remarque : On peut expliciter Q et R :on a Q = L—J et R=X—aQ.
a

2. S0it (¢,7) € [0; b—1]x[0; a—1]. D’aprés le théoréme de la division euclidienne, I’application
@ précédemment définie est une bijection et par suite

P((Q.R) = (¢,1) = P(p(X) = p(x)) = P(X = 7) = %

On détermine les lois marginales avec

a-l a 1 b-1 b 1
PQ=9¢)= 2P(QR)=(¢r)=—=7 et PR=r)=2P(QR)=(¢7)=_=—
= n o n a
Alnsi (Q,R) ~%0;a-17x[0;56-1] Q~2o;0-1] R~%0,a-1]
3. Soit (¢,r) €[0;6—1]x[0;a—1]. On a
1 1 1
P(Q:q,R:r):E:Exa:IP’(Q:q)IP(R:r)

ce qui prouve que les variables Q et R sont indépendantes et on conclut

X =aQ+ R avec aQ et R indépendantes et aQ ~ Z,j0;0-1], R~ 20;a-1]-

3



Exercice 7 (***)

Soit (€2, 47, P) un espace probabilisé et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi #A(z) avec x € [0;1]. Soit f : [0;1] — R continue par morceaux. Pour n entier
n

non nul, on note S,, = > X; et on pose
i=1

Sn
veelon]  Bu(H@=E(r(2))
1. Préciser la loi de S,, puis déterminer une expression sommatoire de E | f| — ] |.
n

2. Si x est un point de continuité de f, montrer
Ba(/)(x) — ()
Corrigé : 1. D’aprés le cours et par transfert, on a
S, ~ B(n,z) et E <f (%)) - kfof (%) P(S, = k) = 5 (") f (5> 25 (1 — )k

2. Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que
vtel0;1] fz—t[<n = |flx)-fO)l<e

ona BN - @l =[E(7 (%) - )| <2 (|7 (%) - @)

n

Posons A, = { - x> 77}. Ainsi
n

B = f < B (| (3) - s 1) +2 ([ (5) - 1@
< 2 IP(A) + 2

D’apres la loi faible des grands nombres, on a P(A,,) = o(1) et par conséquent

Bn()(@) —— f(2)

n—oo




