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Feuille d'exercices n°64

Exercice 1 (*)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé et X variable aléatoire de loi P(λ) avec λ > 0. Déterminer
P(X pair).

Exercice 2 (*)

Soit (Ω,A ,P) espace probabilisé etX1, . . . ,Xn variables aléatoires indépendantes avecXi∼P(λi)

et les λi > 0. Déterminer, de deux manières di�érentes, la loi de
n∑

i=1

Xi.

Exercice 3 (*)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé et X variable aléatoire de loi G (p) avec p ∈ ] 0 ; 1 [. Justi�er
que 1/X admet une espérance �nie puis la calculer.

Exercice 4 (*)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé et X, Y des variables aléatoires indépendantes de même loi
P(λ) avec λ > 0. Déterminer P(X = Y).

Exercice 5 (*)

Soit f : R → R convexe dérivable, (Ω,A ,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire
réelle telle que X et f(X) sont dans L1. Montrer

f(E(X)) ⩽ E(f(X))

Exercice 6 (*)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé et X1, . . . ,Xn des variables aléatoires dans L2. On note la
matrice des covariances Σ =

(
Cov(Xi,Xj)

)
1⩽i,j⩽n

. Montrer

Σ ∈ S +
n (R)

Exercice 7 (**)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé, X et Y des variables aléatoires indépendantes de même loi
géométrique de paramètre p ∈ ] 0 ; 1 [. On note A la matrice aléatoire réelle dé�nie par

∀ω ∈ Ω A(ω) =

Å
X(ω) X(ω)
−Y(ω) −Y(ω)

ã
Déterminer P(A nilpotente)
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Exercice 8 (**)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé, X et Y deux variables aléatoires indépendantes de même
loi G (p) avec p ∈ ] 0 ; 1 [. Déterminer la loi de min(X,Y).

Exercice 9 (**)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé et X, Y des variables aléatoires à valeurs dans N.

1. Montrer ∀(A,B) ∈ A 2 |P(A)− P(B)| ⩽ P(A ∩ B̄) + P(Ā ∩ B)

2. En déduire ∀t ∈ [ 0 ; 1 ] |GX(t)−GY(t)| ⩽ 2P(X ̸= Y)

Exercice 10 (**)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé, X ∈ L2 et Y = X− E(X).

1. Établir ∀t > 0 t ⩽ E [(t− Y)1Y<t]

2. En déduire ∀t > 0 P(X− E(X) ⩾ t) ⩽
V(X)

V(X) + t2

Exercice 11 (**)

Soit (Ω,A ,P) espace probabilisé et X variable aléatoire de loi de Poisson P(λ) avec λ > 0.

1. Rappeler la dé�nition de GX et préciser son expression sur R.
2. Démontrer l'inégalité

∀t ⩾ 1 P(X ⩾ 2λ) ⩽ expφ(t) avec φ(t) = −2λ ln t+ λ(t− 1)

3. En déduire P(X ⩾ 2λ) ⩽
(e
4

)λ
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