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Feuille d’exercices n°66

Exercice 1 (**)

Soit (€2, o7, IP) un espace probabilisé, (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi géométrique de paramétre p € |0;1[ et Y,, = min(Xy,...,X,) pour tout n entier non
nul.

1. Déterminer P(Y,, > k) pour tout (n,k) € N* x N.

2. En déduire que pour n entier non nul, la variable aléatoire Y, suit une loi usuelle dont
on précisera le parameétre.

Indications : 1. Ecrire {Y,, > k} a Paide des {X; > k} pouri € [1; n].
2. Ecrire {Y,, = k} & I'aide d’événements de la forme {Y,, > k}.

Exercice 2 (**%*)

On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’une piéce donnant pile avec proba-
bilité p € ]0; 1] et face avec probabilité ¢ = 1 — p. On dit que la premiére série est de longueur
n > 1 si les n premiers lancers ont donné le méme c6té et le n+ 1 I'autre coté. La deuxiéme série
commence au lancer suivant la fin de la premiére série et se termine (si elle se termine) au lancer
précédant un changement de coté. Pour £ > 1, on note Py ’événement pile au k-iéme lancer Fy
face au k-iéme lancer et L; et Ly les longueurs respectives des deux séries.

1. Déterminer la loi de L.
2. Justifier que L; est d’espérance finie puis la calculer.
3. Déterminer la loi de L.
4. Justifier que Ly est d’espérance finie puis la calculer.

5. Les variables aléatoires L, et Ly sont-elles indépendantes ?

Indications : 2. Utiliser la série entiére > na™.
5. Résoudre 1'égalité P(L; = 1,1y = 1) = P(L; = 1)P(Ly = 1).

Exercice 3 (***)

Soit (2, 7, P) un espace probabilisé et Y une variable aléatoire réelle discréte centrée telle que
Y(w) C [a;b]. Montrer

2n N2
YA eER InE(e*Y) < w

oY
Indications : Poser VA € & Q(A)=E <]1A E(e ,\Y))

et justifier qu’il s’agit d’une probabilité. Puis, établir par dérivation d’une série de fonctions

d2
VQ(Y) = W h'l E(GAY)

Enfin, conclure en majorant finement V(YY) avec I'inégalité de Popovicius.



Exercice 4 (***)

Soit (€2, 7, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle positive d’espérance finie.

1
Montrer PX>z) = o <—>

T—+00 €T

On pourra commencer par le cas X(Q) C N.

Indications : Pour le cas X(2) C N, s’inspirer de la démonstration de I'inégalité de Markov.
Pour le cas général, considérer » ju,, avec

V(n,z) € Nx]0;+00] un () = 2,P(X = 2,1, >0

et procéder par double limite.

Exercice 5 (****)
Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé, (X,,), et X des variables aléatoires réelles discrétes telles
que

Ve >0 P(|X, —X|>¢e) —0

n—oo

Pour z point de continuité de Fx : ¢ — P(X < ¢), montrer que
Fx, () — Fx(z)
Indications : Pour ¢ > 0, utiliser le systéme complet ({|X,, — X| < e}, {|X,, — X| > £}). Etablir
I’encadrement
Fx(z —¢)+o(l) < Fx,(z) < Fx(z+¢)+0(1)

puis conclure par continuité de Fx en z.

Exercice 6 (****)

Soient (X,,), et X des variables aléatoires & valeurs dans N. On note
V(n, k) € N2 Pk =PX,=k) et pr=P(X=k)
1. Définir la fonction génératrice Gy et justifier qu’elle est de classe € sur [0;1].
2. On suppose que p;, — pj pour tout k entier. Montrer que la suite de fonctions (Gx,),,
converge simplement nvz?é Gx sur [0;1].

3. Etudier la réciproque.

Indications : 1. Invoquer un résultat de séries entiéres.

2. Procéder par double limite.

3. Mettre en ceuvre un procédé diagonal sur la suite de suites ((pg),), puis utiliser le résultat
de la question précédente.



