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Problème I

Soit (un)n suite à valeurs positives sous-additive, c'est-à-dire telle que

∀(n,m) ∈ N2 un+m ⩽ un + um

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé et (Xn)n⩾1 une suite de variables aléatoires indépendantes

identiquement distribuées. On note Sn =
n∑

k=1

Xk pour n ⩾ 1. On suppose qu'on dispose de a > 0

tel que P(X1 ⩾ a) > 0.

1. Soient m et r des entiers. Établir

∀k ∈ N ukm+r ⩽ kum + ur

2. Justi�er que la borne inférieure L = inf
{uk

k
, k ∈ N∗

}
est bien dé�nie.

3. Soit ε > 0. Montrer qu'il existe m entier non nul tel que

L ⩽
um

m
⩽ L + ε

puis établir
un

n
−−−→
n→∞

L

On pourra e�ectuer la division euclidienne de n par m.

4. Établir pour m et n entiers non nuls

P (Sm+n − Sm ⩾ na)P(Sm ⩾ ma) ⩽ P (Sm+n ⩾ (n+m)a)

puis en déduire P(Sn ⩾ na)P(Sm ⩾ ma) ⩽ P (Sm+n ⩾ (n+m)a)

5. Conclure que la suite
Å
1

n
ln (P(Sn ⩾ na))

ã
n⩾1

est convergente.

Problème II

Soit (Ω,A ,P) espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle discrète et (Xn)n⩾1 une suite

de variables aléatoires indépendantes de même loi que X. On note Sn =
n∑

i=1

Xi pour n entier. On

suppose qu'il existe τ > 0 tel que e τ |X| est d'espérance �nie. On note X(Ω) = {xn, n ∈ N} avec
les xn deux à deux distincts et

I =
{
t ∈ R | E(e tX) < ∞

}
1. Véri�er [−τ ; τ ] ⊂ I puis, pour (a, b) ∈ I2, établir

∀t ∈ [ a ; b ] 0 ⩽ e tX ⩽ e aX + e bX

En déduire que la fonction φ : t 7→ E(e tX) est dé�nie sur un intervalle contenant [−τ ; τ ].
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2. On pose ∀(n, t) ∈ N× ]−τ ; τ [ un(t) = e txnP(X = xn)

Justi�er que les fonctions un sont de classe C ∞ sur ]−τ ; τ [ puis établir

∀k ∈ N ∀a ∈ ] 0 ; τ [ ∥u(k)
n ∥∞,[−a ;a ] = O

(
e τ |xn|P(X = xn)

)
3. En déduire que φ est de classe C ∞ sur ]−τ ; τ [.

4. Montrer que pour a réel, on a

∀(n, t) ∈ N∗ × I ∩ R+ P(Sn ⩾ na) ⩽ exp (nχ(t)) avec χ(t) = lnφ(t)− ta

On suppose désormais qu'il existe un réel a tel que a > E(X) et P(X ⩾ a) > 0.

5. Véri�er que χ est minorée sur I ∩ R+.
On note ηa = Inf

t∈I∩R+

χ(t).

6. Justi�er que φ admet un développement limité à l'ordre 1 en zéro que l'on précisera.

7. Déterminer un équivalent de χ(t) lorsque t → 0. En déduire ηa < 0.

8. Conclure qu'il existe r ∈ [ 0 ; 1 [ tel que

∀n ∈ N∗ P(Sn ⩾ na) ⩽ rn
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