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Corrigé du devoir en temps libre n°14

Probléme 1

1. On procéde par récurrence. L’initialisation pour k& = 0 est immédiate et I'hérédité découle
directement du caractére sous-additif de la suite. Ainsi

"v’k: eN Ukmir < Ky, + Uy

u
2. L’ensemble {f, ke N*} est une partie non vide de R, minorée (par zéro) et admet donc une

borne inférieure finie. Ainsi

| La borne inférieure L est bien définie. |

3. Soit £ > 0. Par caractérisation de la borne inférieure L, on dispose de m entier non nul tel que

L™ <Lte
m

Soit n entier. On effectue la division euclidienne de n par m avec n = gm+retr € [0; m—1].
D’aprés le résultat de la question 1, on a

Up, = Ugm+r < QU + Uy

Puis, il vient

U U g U m M M
L cImdm U ) D ey
n m n n n n n
. M .
ou M= Max wug. Ona — —— 0 et pour n assez grand, on obtient
0<k<m—1 n n—oo
u
L<—=<L+2
n
Up,
On conclut — —— L
n n—oo

4. Soient m et n des entiers non nuls. On a

{Smin —Sn = mna} N{S,, = ma} C {Spsn = (n+m)a}

Dot P (Spin — Sn = na,S,, = ma) < P(Sy4n = (n+ m)a)
m4+n m

Or, les variables S,, 1, — S, = > Xj et S, = > Xy sont indépendantes par coalition d’ou
k=m-+1 k=1

P (Spin — Sm = na) P(S,, = ma) < P (Span = (n+m)a)

En observant que S,,., — S,, et S, ont méme loi comme somme de m variables aléatoires
indépendantes de méme loi, on trouve

P(S, = na)P(S,, = ma) < P (Syin = (n+ m)a)

5.On a ﬂ {X; = a} C {S, = na} d’ou
i=1



0<P(X;>a)" <P(S, > na)

Passant au logarithme, on obtient que la suite (—In (P(S, > na))), est & valeurs positives et
sous-additive. D’aprés le résultat de la question précédente, on conclut

1
La suite (— In (P(S, > na))) est convergente.
n n>1

Remarque : Il s’agit d’un résultat de grandes déviations.

Probléme 11

1.Pourt € [—7;7],ona0 < e™ < e™l ce qui prouve E(e™®) < oco. Par ailleurs, pour (a,b) € I
aveca <bettela;bl,onatr<brsiz>0ettr<arsiz<0don

Ogetx geaX_’_ebX

ce qui prouve E(e™™) < oo pour t € [a;b] par comparaison. On conclut

La fonction ¢ est définie sur un intervalle de R contenant [—7;7].

2. Les fonctions u,, sont de classe € sur | —7; 7 [ en tant que composées de telles fonctions. Par
dérivation, pour k entier, on trouve

V(n,t) eNx]—7:7[  uP(t) = zke!™P(X = ,)
Soit a € [0; 7 [. Il vient pour n entier
HU;’C)HM_G;Q] < Jap|F o@Dl ol P(X = 1,)

La fonction u +— u®e (@)% est continue sur [0;+oo [ de limite nulle en +00 et est donc bornée sur
[0;+00[. Il en résulte

1% || —ara] = O (72 P(X = 1,))

+00 +00
3. Par transfert Vie[—T1;7] o(t) = dle™P(X =x,) = > u,(t)
n=0 n=0

La série Y u, de fonctions de classe € sur | —7 ; 7 [ converge normalement et donc uniformément
sur tout segment inclus dans | —7; 7 [. On conclut

peC(—7;7[,R)

4. Soit n entier non nul et ¢ € INR,. Par croissance de u — e™, il vient

{Sn = na} c {er > et}

n
On a e®™ = [[ e qui est d’espérance finie en tant que produit de variables aléatoires indé-
i=1

pendantes d’es_pérance finie et
E(e’S) = [ E(e™) = E(e™)"
i=1

Snon obtient

D’aprés I'inégalité de Markov appliquée a la variable aléatoire positive e’
]P)(Sn > na) < ]P)(etsn > etna) < e—tnaE(etSn)

Enfin, la variable e® est positive, non nulle presque strement donc d’espérance strictement
positive et on conclut



V(n,t) e N* xINR, P(S, > na) < exp(nx(t)) avec x(t) =Ine(t)—ta

5. Avec n = 1 dans l'inégalité précédemment établie, on trouve

vieINR, 0<P(X>a)<expx(t)

D’ou Vte INR, X(t) > InP(X > a)

6. La fonction ¢ est de classe €' sur | —7;7 [ et d’aprés le théoréme de Taylor-Young, il vient

p(t) = ¢(0)+¢(0)t + o(t)

t—0

Par dérivation d’une somme de série de fonctions de classe €, on a

+00
Vte]—7;7] O'(t) = > wpe™P(X = x,)
n=0

puis £(0) = im(x _ 2,) = E(X)

Ainsi o(t) =1+ tE(X) +o(t)

7. Puis X)) =In (1 +tE(X) +o(t)) —ta =t (E(X) —a+o0(1)) ~ t(E(X) —a)
t—0 T

On en déduit que la fonction x prend des valeurs strictement négatives et par conséquent

8. Soit n entier. La fonction u +— e™ est continue et croissante sur R. Ainsi, on a

Inf exp (nx(t)) = exp <n Inf X(t)>

telNR4+ telNR4

Par passage & la borne inférieure, on conclut

VneN  P(S,>na) <r" avec r=em™ c[0;1]

Remarque : On peut procéder plus grossiérement : comme 7, < 0, on dispose de t5 € IN R,
tel que x(to) < 0 et le choix de r = eX(0) fait I'affaire.



