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Feuille d’exercices n°73

Exercice 1 (*)

Soit E = .#,(R) muni de sa structure euclidienne canonique et f : E — R définie par f(M) =
(M, J) pour tout M € E avec J € E matrice constituée de 1. Justifier que f est de classe € puis
calculer sa différentielle.

Exercice 2 (*)

Soit E = .#,(R) et f:E — R définie par f(M) = Tr (M?) pour tout M € E. Justifier que f est
de classe € puis calculer sa différentielle.

Exercice 3 (**)

Soit f : E — F différentiable vérifiant f(Az) = Af(z) pour tout (A, z) € R x E. Montrer que f
est linéaire.

Exercice 4 (**)

Soit E = R,,[X]. On définit f: E — R par

VP e E f(P)= /1 cos(P(t)) dt

Montrer que f est différentiable et déterminer sa différentielle.

Exercice 5 (**)

Soit E euclidien. Déterminer en quels points l'application || - || est différentiable et préciser le
gradient en ces points.

Exercice 6 (*)
Soit E euclidien, f € €' (E,E) telle que df(z) € O(E) pour tout x € E. Montrer que
Viz,y) € B2 [If(z) = fW)I < llz =yl

Exercice 7 (*)
Soit f € €*(R",R), x = (z1,...,2,) et h = (hy,..., h,) dans R™. On pose
VteR  g(t) = f(x +th) = f(xy +thy, ...,z + thy)

Justifier que g est de classe € et calculer ¢'(t) pour ¢ réel.



Exercice 8 (*)
Soit f € € (R*\ {(0,0)},R) et g définie sur ]0;+00[ X R par
V(r,0) € ]0;+00[ xR g(r,0) = f(rcos(f),rsin(f))
1. Justifier que g est de classe € sur |0;+00 [ x R.

2. Exprimer les dérivées partielle de g en fonction de celles de f.

3. Exprimer les dérivées partielles de f évaluées en (1 cos(6),rsin(f)) en fonction de celles
de g.

Exercice 9 (*)

Soit f € €*(R? R). Quelles relations existe-t-il entre les dérivées partielles dans les cas suivants :

L V(z,y) eR*  f(z,y) = f(y,z) 2. V(z,y) e R f(x,y) = f(z+y,ay)

Exercice 10 (*)
Soit ¢ € €(R,R) et f: R*> — R définie par

T+y

Vo) €RE flo,y) = / o(t) dt

—y
Justifier que f est de classe ¢! sur R? et calculer ses dérivées partielles premiéres.

Exercice 11 (**)

Etudier la continuité, 'existence des dérivées partielles premiéres et le caractére 6 des fonctions
suivantes :

—~ i (x, 0,0 six #y
L fry) =2+ @v) # (0,0 3. flwy) =49 -y
0 sinon e” sinon
w2y?
2. f(‘r y> — x4 + y2 S1 ('I7y) % (OJO> x(]_ —_ y) Si €T < y
’ . 4. f(z,y) = .
0 sinon y(1 —x) sinon

Exercice 12 (**)
Soit E euclidien, v € 71 (E) et a € E. On pose
1
Vz € E f(ZE) = 5 <U(ZE),(L’> - <CL,1]>

1. Montrer que f est différentiable et préciser sa différentielle.

2. Etudier les extremums de f.

Exercice 13 (**)

Soit E un R-ev de dimension finie, U un ouvert convexe de E et f : U — R une fonction
différentiable. On suppose f convezxe, i.e

V(r,y) € U VA€ [0;1]  fQr+ (1= Ny) <Af(2)+(1=N)f(y)

Montrer que tout point critique de f est un minimum global.
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