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Feuille d’exercices n°74

Exercice 1 (**)
Soit f € €*(R,R). On définit F sur R? \ {(0,0)} par

f@@®+y?) — £(0)

V(z,y) € R~ {(0,0)} F(z,y) = 22+ 42

1. Montrer que F est prolongeable par continuité sur R2.
On note encore F ce prolongement.

2. Montrer que F est de classe € sur R2.

Exercice 2 (**%)

Soit E = #,(R), U= GL,(R) et f: U — E définie par f(M) =M~ pour tout M € U.
1. Justifier que U est un ouvert de E.

2. Montrer que f est différentiable et déterminer sa différentielle.
On pourra commencer par une étude en I,.

Exercice 3 (***)

Soit E = #,(R) et f: E — R définie par f(M) = det(M) pour tout M € E.
1. Justifier que f € €'(E,R).
2. Calculer df(I,,) puis df(A) pour A € GL,(R).
3. En déduire df(A) pour tout A € 4, (R).

Exercice 4 (***)

Soit D = {(x,y) € R* | zy+# 1}. On pose

V(z,y) € D f(z,y) = Arctan = + Arctan y — Arctan (f +y )

1. Justifier que D est un ouvert puis décrire ses composantes connexes par arcs.
2. Montrer que f € €' (D,R) et déterminer sa différentielle.

3. En déduire une expression simple de f.

Exercice 5 (***)
Soit U ouvert convexe de R" et f: U — R. On dit que f est conveze, si
Viz,y) e U VA€[0:1]  fQz+(1-Ny) < Af(x) + (1= f(y)
On suppose f différentiable sur U. Montrer
feonvexe = V(z,y) €U?  f(y) > f(z)+df(2) (y — )



Exercice 6 (***)

Etudier la continuité, I'existence des dérivées partielles premiéres et le caractére € des fonctions
suivantes :

cos(z?) — cos(y?)

si (z,y) # (0,0)

1. f(z,y) = r? 4 y?
0 sinon
. 1 .
2 flay) = (2% + y*) sin (\/ﬁ:ij?) si (x,y) # (0,0)
0 sinon

Exercice 7 (**%*)
Soit E euclidien et u € . (E).
1. Montrer que f: E — R,z +— (z,u(z)) est différentiable et préciser sa différentielle.
2. On pose b
)

§ (z,7)
Montrer que ® est différentiable sur E \ {Og} et ’équivalence pour a € E \ {0g}

d®(a) =0 <= a vecteur propre de u

Exercice 8 (***)

Soit f € €*(R,R). On note A = {(z,z),r € R} et on pose
V(z,y) ER*NA  F(z,y) = J@) = /)
r—y
Montrer que F se prolonge en fonction de classe 6 sur R2.

Exercice 9 (***)
Soit E euclidien et f € €' (E,E) telle que
Viz,y) € B2 [If(z) = fW)] = llz =y
1. Montrer que f est injective.
2. Montrer que pour tout a € E, la différentielle df(a) est injective puis bijective.
3. Soit b € E. On pose g(z) = || f(z) — b||* pour tout = € E.
(a) Justifier que g atteint un minimum m sur E.
(b) Montrer que g € €*(E,R) et déterminer dg(a) - h pour (a,h) € E2.
(c) Conclure que f est bijective. Que peut-on dire sur f~!7?

Exercice 10 (****)

Soit E euclidien avec dimE > 2 et f € €1(E,R) telle que [F(=)] +00. Montrer que V f

||| fel—+oo

est surjective.



