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Feuille d’exercices n°77

Exercice 1 (**%*)
Soit E euclidien et U = E \ {Og}. On pose

x

Ve eU f(z) =
]|

Montrer que f est de classe € sur U et que pour = € U, la différentielle d f (x) est une similitude,

i.e. de la forme ag avec a > 0 et g € O(E). On précisera la nature de la similitude en question.

Exercice 2 (***)
On pose V(x,y) € R? f(z,y) = sin(zx) sin(y) sin(z + y)

) 12
Etudier les extremums de f sur R? puis sur [0 ; 5} .

Exercice 3 (***)

1
On pose V(ey) €]0s00l flay) = o raty

Etudier les extremums de f sur ] 0; o0 [*.

Exercice 4 (***)
On pose V(z,y) eR®  f(z,y) =2 —zy +y°

et D={(z,y) eR* |z <2?+y*< 1}
1. Justifier que f est de classe ¢! sur R? puis étudier les extremums de f sur R
2. Représenter le domaine D et préciser sa nature topologique.

3. Btudier les extremums de f sur D.

Exercice 5 (***)
Soit f € €' (R%* R). On dit que f est homogene de degré p entier si
V(t,z,y) eRL xR?  f(ta,ty) =7 f(z,y)

Montrer que f est homogéne de degré p si et seulement si

of of
Exercice 6 (****)
On pose V(z,y) € R? flx,y) =23 +y* — 3zy

Etudier les extremums de f sur R? puis sur B;(0,1).
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Exercice 7 (***%*)

Soit f € €*(R",R") dont la matrice jacobienne est, en tout point, orthogonale. On note

o n 9f, O2f
1-: 3 R A
V(Z>J> k) € [[ ) TL]] az,g,k pz::lax@ axjaxk

1. Montrer V(Z,j, k’) € [[1, n]]3 Ak = Qifj = —Q
2. En déduire qu’il existe b € R et A € O,(R) tels que
Vr e R" flx)=Az+b

Exercice 8 (****)

Soit E = R™ muni de sa structure euclidienne canonique, U ouvert borné non vide de E, f €
€¢*(U,R) et f continue sur U. On définit le laplacien de f sur U noté Af par

n 8f n
Ve = (x1,...,2,) €U Af(x):;w(x) ou Af(x)zglﬁff(x)

1. Justifier que f admet un maximum en un point xy € U.

2. On suppose Af(x) > 0 pour tout x € U. Montrer

20 €0U et VreU f(z) < Sup f(y)
yedU

On pourra supposer par Pabsurde que g € U, justifier Pexistence d'un i € [1; n] tel que
02 . .
8—{(1’0) > 0 et considérer p : t — f(xo+te;) avec e; le i-éme vecteur de la base canonique.
Ly
On suppose désormais que f est harmonique sur U, i.e. Af = 0. On pose
Ve > 0 g-(z) = f(z) +¢||z|?
3. Montrer que g¢. est continue sur U, de classe €2 sur U et que

VeeU  Ag.(z) >0

4. En déduire Ve eU f(z) < Sup f(y)
yedU



