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Problème I

Dans ce qui suit, on confond Mn,1(R) et Rn.

1. Soient A ∈ Mn(R) et b ∈ Rn. On pose

∀x ∈ Rn f(x) = Ax+ b

Montrer que f est de classe C 1 sur Rn puis déterminer Jf (x) pour tout x ∈ Rn.

2. On suppose que f ∈ C 2(Rn,Rn) et véri�e

∀x ∈ Rn ∀(i, j, k) ∈ [[ 1 ; n ]]3 ∂k∂jfi(x) = 0

où les fi désignent les fonctions coordonnées de f .

(a) Justi�er que pour (i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2, il existe un réel ai,j tel que

∀x ∈ Rn ∂jfi(x) = ai,j

(b) En déduire qu'il existe A ∈ Mn(R) et b ∈ Rn tels que

∀x ∈ Rn f(x) = Ax+ b

On pourra considérer la fonction x 7→ f(x)− Ax.

Problème II

On pose ∀t ∈ R∗ φ(t) = e t + te 1/t

et ∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) = xe y + yex

1. Montrer que la fonction φ ne s'annule pas sur ] 0 ; +∞ [.

2. Dresser le tableau de variations de φ sur ] −∞ ; 0 [. Montrer qu'il existe une unique solution
à l'équation φ(t) = 0 pour t < 0, solution que l'on précisera.

3. Justi�er que la fonction f est de classe C 2 sur R2 puis établir pour (x, y) ∈ R2

∇f(x, y) = (0, 0) ⇐⇒

xy = 1

φ(x) = 0

4. Étudier les éventuels extremums de f sur R2.
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Problème III

Une fonction f : Rn → R est dite convexe si pour tous x, y dans Rn et λ ∈ [ 0 ; 1 ], on a

f((1− λ)x+ λy) ⩽ (1− λ)f(x) + λf(y)

1. Soit f : Rn → R. Pour x, y dans Rn, on pose

∀t ∈ R φx,y(t) = f(x+ t(y − x))

Montrer que la fonction f est convexe si et seulement si, pour tous x, y dans Rn, la
fonction φx,y est convexe.

2. On suppose f di�érentiable sur Rn. Montrer que pour tous x, y dans Rn, la fonction φx,y

est dérivable puis établir

∀t ∈ R φ′
x,y(t) = ⟨∇f(x+ t(y − x)), y − x⟩

3. En déduire que si la fonction f est di�érentiable sur Rn, alors elle est convexe si et
seulement si

∀(x, y) ∈ (Rn)2 f(y) ⩾ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩

4. Montrer que si la fonction f est di�érentiable sur Rn, alors elle est convexe si et seulement
si

∀(x, y) ∈ (Rn)2 ⟨∇f(y)−∇f(x), y − x⟩ ⩾ 0

2


