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Devoir en temps libre n°16

Probléme 1

Dans ce qui suit, on confond .4, 1(R) et R™.
1. Soient A € #,(R) et b € R™. On pose

Vr € R"? flx)=Ax+b

Montrer que f est de classe €' sur R™ puis déterminer J;(z) pour tout z € R".
2. On suppose que f € €%(R™, R") et vérifie

Ve e R"  V(i,j,k)€[1;n]*  O0;filx)=0
oll les f; désignent les fonctions coordonnées de f.
(a) Justifier que pour (4,7) € [1; n]?, il existe un réel a; ; tel que
Ve e R” 0;fi(x) = a;
(b) En déduire qu’il existe A € 4, (R) et b € R" tels que
Vr e R" flx)=Az+b

On pourra considérer la fonction z — f(x) — Ax.

Probléme 11

On pose VieR*  (t) =el +tel/t

et V(z,y) € R? flz,y) = ze¥ + ye”
1. Montrer que la fonction ¢ ne s’annule pas sur ] 0;+00 |.

2. Dresser le tableau de variations de ¢ sur | -0o; 0 [. Montrer qu’il existe une unique solution
a 'équation o(t) = 0 pour t < 0, solution que 'on précisera.

3. Justifier que la fonction f est de classe € sur R? puis établir pour (z,y) € R?
ry =1

p(x) =0

Vi(z,y) = (0,0) <=

4. Etudier les éventuels extremums de f sur R2.



Probléme II1

Une fonction f: R™ — R est dite conveze si pour tous x, y dans R™ et A € [0;1], on a
(A =Nz +Ay) < (1= N)f(z) +Af(y)
1. Soit f: R™ — R. Pour x, y dans R", on pose
VEER gy t) = o+ ty — )

Montrer que la fonction f est convexe si et seulement si, pour tous x, y dans R"”, la
fonction ¢, , est convexe.

2. On suppose f différentiable sur R". Montrer que pour tous x, y dans R", la fonction ¢, ,
est dérivable puis établir

VEER ¢l () = (Vf(z+Hy — ).y — )

3. En déduire que si la fonction f est différentiable sur R", alors elle est convexe si et
seulement si

V(z,y) € R")?*  fy) = f(2) +(Vf(z),y — )

4. Montrer que si la fonction f est différentiable sur R”, alors elle est convexe si et seulement
si

V(z,y) e R")?  (Vf(y) = Vf(x),y—2) >0



