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l TD+ 06

Equations différentielles linéaires, calcul différentiel

Exercice 1. [Fonction de Liapounov et stabilité]
Soit f : R" — R" une application de classe %¢'. On suppose que f(0) = 0 et on note A= df(0).
Le but de I'exercice est de comparer le comportement des solutions du systeme différentiel

V=1, y0) =x
a celui des solutions du systéme linéarisé au voisinage de I'équilibre 0 :
7 = Az, z(0)=x
On suppose que toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative. On note (-|-) le

produit scalaire usuel de R” et || - || la norme euclidienne correspondante.

1. Soient Ay,..., A les valeurs propres distinctes de A. Montrer qu’il existe un polyndme P tel que :

VieR, VxeR" e x| sP(ItI)(
]

k
e”‘e“ﬂ) Ixl
-1
2. En déduire le comportement de z(¢) quand ¢ — +oo.
3. Déduire de 1. que I'intégrale
+00
b(x,y):f (etAxletAy) dr
0
définit une forme bilinéaire symétrique sur R”, et que la forme quadratique g : x — b(x,x) (appelée
fonction de Liapounov) est définie positive (i.e. b définit un produit scalaire sur R").
4. Vérifier I'égalité :
(Vq(x)| Ax) = 2b(x, Ax) = — || x||?
Dans la suite on admet I’existence d'une solution y(#) du probleme initial, définie pour tout ¢ = 0. On note
r(y)=fy) - Ay.
5. Vérifier I'égalité :
ay)' ==lyl*+2b(y,r ()
et montrer qu’il existe a, > 0 tels que :

ay) <a= —lyl*+2b(y,r(y)) < -Bq(y)
6. En déduire
gqx)<a=Vt=0,q(y))<a

et finalement :
Vi=0, g(yn) <e P g

Enoncer le résultat obtenu pour le systeme différentiel.

Exercice 2. [méthode du gradient]

Soient f : R” — R une fonction 6!, a >0 et M > 0 vérifiant :
— Y, eR"xR", (VF(x)-Vf(y),x—y) = alx—yl? (on dit que f est a-elliptique)
— Vf est M-lipschitzienne : V (x,y) e R" xR", [Vf(x) - Vf(Il < Mlx—yll.

1. Montrer que pour tout (x,y) e R" xR", f(x)— f(») =(Vf(),x-y) + %llx—yllz.

2. Démontrer que: V (x,y) e R" xR",Vte[0,1], ftx+A1-y)<tfX)+ Q-0 f(y) - gt(l - Dlx-yl*.
Démontrer qu’en particulier, f est convexe.

3. Montrer que f admet un unique minimum sur R”, que 'on nommera x*.
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4. Soit p > 0. On définit la suite (x;) e par xo € R” et pour tout k dans N, xp1 = xx — pVf(xp).
Cette méthode est appelée méthode du gradient a pas constant.
(@) HNlustrer la méthode dans le cas réel.

(b) Montrer que sous une condition sur p, la suite (x;) converge vers x*, et évaluer la vitesse de conver-
gence.

Exercice 3. [fonctions harmoniques]
On dit qu’'une application f : U — R de classe 6?2, ou U est un ouvert de R?, est harmonique si et seulement
siAf=0.
1. On dit que f est radiale s'il existe ¢ : R* — R telle que : V (x, y) € R?\ {(0,0)}, f(x,¥) = @(x* + y?).
Déterminer les applications radiales et harmoniques sur R? \ {(0,0)}.
2. Principe du maximum :

(a) Démontrer qu'une fonction f deux fois différentiable qui atteint son maximum en un point (xo, yo)
2 2

e O°f o“f
, 2
d’un ouvert U de R~ vérifie ﬁ(xo,yo) <0et 6—},2(x0,y0) <0.

(b) Soit f harmonique, D le disque fermé de centre O de rayon r > 0 et C le cercle correspondant. Pour
2, 2

p entier strictement positif, on pose f,(x,y) = f(x,y) + xTr

p

En étudiant le maximum de f, sur D, démontrer que le maximum de f sur D est atteint sur C.
(c) Endéduire que deux fonctions harmoniques égales sur un cercle sont égales sur le disque délimité
par le cercle.

Indications.

Ex1: 1. Utiliser le lemme des noyaux.
3. Pour la convergence de I'intégrale, penser a Cauchy-Schwarz.
4. On pourra commencer par considérer g(x + ty) pour faire apparaitre la différentielle de 4.
5. Pour la premiere égalité, procéder comme en 4.

Pour la suite, traduire la différentiabilité de f en 0 en utilisant la norme définie par g plut6ét que
-1
6. Raisonner par I'absurde pour établir la premieére inégalité.
Pour la suite considérer (ef? q(y))'.
Ex2: 1. Utiliser le cheminy: t— tx+ (1—- 1)y quirelie y a x et la formule de I'intégrale le long d'un chemin.
2. Appliquer I'inégalité précédente entre tx + (1 - 1)y et x, puis entre tx+ (1 - 1)y et y.
3. Utiliser le plus simple des théoremes de cours sur I'existence d’extremums atteints, et utiliser I'el-
lipticité pour I'unicité.
4. Montrer par récurrence une convergence géométrique.
Ex3: 1. Montrer que ¢ vérifie une équation différentielle que 'on peut résoudre (montrer d’abord que ¢’
vérifie une équation différentielle du premier ordre).
2. (a) Utiliser la condition de maximum des fonctions réelles et dériver selon une direction.
(b) Utiliser la question précédente et ne pas oublier que f est harmonique.
(c) Si f=gsurun cercle, étudier f—getg—f.
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