ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°76

Exercice 1 (*)

Etudier le caractére €° des fonctions suivantes :

L VY(z,y) €eR® f(z,y) = 2* +ay + ¢ 3. V(z,y) e R® f(z,y) = /22 + ¢
2. V(z,y) € R?  f(x,y) = (z + y) cos(zy) 4. V(z,y) € R?  f(x,y) = max(x,y)

Corrigé : 1. La fonction f est polynomiale donc

f € €= (R*R)

2. On a (z,y) — zy polynomiale donc de classe € puis (x,y) — cos(zy) de classe € par
composition et (x,y) — = + y polynomiale et donc, par produit de fonctions de classe €

f € €= (R* R)

3. La fonction (z,y) — z* + 3 est polynomiale donc de classe € sur R? puis /- est de classe
€ sur |0;+00[ don f € €<(R*~\ {(0,0)},R) par composition. Pour = # 0, on a

f(a:,O)—f(0,0) :m

x—0 x

qui n’admet pas de limite en 0. La fonction f n’est donc pas différentiable en (0,0) et on conclut

f ¢ €<[R*R)

r+y+|r—yl
2

d’onl la continuité de f sur R2. Par ailleurs, notant A l'axe d’équation y = z, on a clairement
f € €°(R?>\ A,R). Etudions la dérivabilité de f en (a,a) avec a réel selon (1,0). On a

t — t —
fotta=fles) o gy fatto=fleo

ce qui prouve que f n’admet pas dérivée en (a,a) selon (1,0). Par conséquent, la fonction f n’est
différentiable en aucun point de A et on conclut

4. On a V(z,y) € R? max(7,y) =

vt >0 =0

f ¢ €=(R*R)
Exercice 2 (**)
¢ siz 0
On pose V(x,y) € R? flz,y) = v
Y sinon
Etudier le caractére € de f.
el —1 |
Corrigé : On pose VteR o(t) = t st 70
1 sinon



La fonction ¢ est de classe € sur R car développable en série entiére avec

+oo ¢n—1
VEER  p(t) = Y —
n=1 T
Or, on a V(z,y) eR®  f(z,y) = yo(ry)
Par composition f € €< (R* R)

FIGURE 1 — Tracé de z = f(z,y)

Exercice 3 (**)

In(z) — In(y)

) six#y
On pose V(z,y) € ]0;+00] flz,y) = Ty

sinon

K|

Montrer que f € €°(]0;+00[*,R).

In(t) ,
. sit#1
Corrigé : On pose Vi >0 pt)y=<t—1
1 sinon

La fonction ¢ est de classe € sur | 1;+o00 [ comme quotient de telles fonctions dont le dénomi-
nateur ne s’annule. Par ailleurs, on a le développement en série entiére

400 h'ﬂ
h —1;1 1+h) = —1)"
vhel =11l p(4h) = (-1

ce qui prouve le caractére € de h — (1 + h) sur | —1;1[ et donc le caractére € de ¢ sur
]0;2[. I en résulte que ¢ € (] 0;+00[,R) puis on a

V(z,y) €]0:+00>  flz,y) = isﬁ (%)

1
Les fonctions rationnelles (x,y) — — et (z,y) — Y stant de classe € sur ]0;+00[%, par
T T

composition et produit on conclut

fe€>(]0;+00[*,R)

2



Exercice 4 (**)

ry(e? —y?)
R : 0,0
On pose Y(z,y) € R? fz,y) = 22 + 42 si (z,y) # (0,0)

0 sinon

[’application f est-elle de classe €2 ?

Corrigé : On a f € €%(R?* \ {(0,0)},R) en tant que fonction rationnelle bien définie sur ce
domaine. Par inégalité triangulaire, on a

V(z,y) € R2~ {(0,0)} |f(z,y) — f(0,0)] <2|zy| et |yl o) (00)

d’ot la continuité de f sur R% On a f(z,y) = —f(y,x) pour (z,y) € R? L’existence et la
continuité de la dérivée partielle de f en x et en y sont équivalentes. On a

f(2,0) — £(0,0)

Vr € R* =0 0
x — 0 x—0
. of . .
ce qui prouve que 8_(0’ 0) existe et vaut 0. Par dérivation, on trouve
x
5 y (2! =yt +42%y?)
Yoy e R Ly = (22 +y?)?
Ox .
0 sinon
La encore, par inégalité triangulaire, il vient
of of
\ € R? 0,0 — ——(0,0)| <3 t —
(z,) ~ {(0,0)} gz ) = 5, 00 <3yl et fyl

. . 0 0 .
ce qui prouve la continuité de —f et de méme pour a—f La fonction f est de classe ¢! sur R2.

Ox
D’aprés I'égalité f(x,y) = —f(y, x) pour (z,y) € R?, il vient

0 0
Vo) €R She) = ~Z 0

of of
Puis Vy € R* L L =-Z =-1—-1
y—0 y° y—0

of af 0 0

5, (8:0) = 5-(0,0) —f(O,:B) - —f(0,0) 5
et Vr € R* Y y — Oz Oz =—=1—1

x—0 x—0 xd z—0
2 2 o o 0P *f
Si f était de classe €° sur R?, le théoréme de Schwarz garantirait ’égalité = qui
oxdy  Oyox

n’a pas lieu. On conclut

f € €'(R%R) ~ €2(R%,R)

Remarques : (a) On pourrait aussi calculer complétement une dérivée partielle d’ordre 2 et
vérifier qu’elle n’est pas continue.

(b) Il s’agit du contre-exemple historique proposé par le mathématicien italien Giuseppe Peano
au théoréme de Schwarz.



Exercice 5 (*)

On pose V(z,y) eR®  f(z,y) = (x—y)*+2° +y°

Etudier les extremums de f sur R2.

Corrigé : La fonction f est polynomiale donc de classe € sur 'ouvert R?. On cherche les points
critiques :

2 —y)+32>=0
20y —z)+3y* =0
Il n’est pas utile d’étudier les conditions du deuxiéme ordre puisqu’on observe directement

Ve >0 flz,z) =223 >0 et Vz<O0 flz,x) =223 <0

Vi(r,y) =0 < { = (z,y) = (0,0)

Ainsi La fonction f n’admet pas d’extremums sur R2.

FIGURE 2 — Graphe de 2z = f(z,y)

Exercice 6 (*)

On pose V(z,y) €RE fla,y) = 2® +y* — (w - y)*

Etudier les extremums de f sur R2.

Corrigé : La fonction f est polynomiale donc de classe €' sur 'ouvert R?. On cherche les points
critiques :

20 —4(x —y)* =0 { <1 1) ( 1 1)}
Vi(z,y) =0 < — (z,y) € 1(0,0),{ =, — ), | —, ~
Par dérivation, on trouve pour (z,y) € R?

02 f 0% f 0% f

e En (0,0), la matrice hessienne est 2l de déterminant égal a 4 > 0 et de trace égale & 4 > 0.
Le point (0,0) est donc un minimum local. Cet extremum n’est pas global puisque




f(x,0) =2% -2 —— -0
T—r+00

1 1 . . -1 3 . .
e En (4_1’ _Z)’ la matrice hessienne est < 3 _1) de déterminant égal & —8 ce qui prouve que
le point considéré n’est pas un extremum local et de méme pour le point restant pour raison de
symétrie. On conclut

La fonction f admet un unique extremum qui est un minimum local non global atteint en (0, 0).

Remarque : Pour le point (0,0), on peut observer directement

f(x,y) — £(0,0) 00 (2* + %) (1 +0(1))

ce qui prouve le caractére minimum local du point.

0
FIGURE 3 — Graphe de z = a—i(w,y)

Exercice 7 (**)

Soit n entier avec n > 2 et B = {x € R : ||z| <1} ou || - | désigne la norme euclidienne
canonique sur R™. On pose

Ve € R flx)=flxr,...,z0) = >, xzy

1<i,j<n,i]
1. Montrer que f admet un minimum m et un maximum M sur B.
2. Montrer que m et M ne sont pas atteints sur B.

3. Montrer quem = —1let M =n — 1.

Corrigé : 1. L’ensemble B est un fermé borné d'un espace de dimension finie et c’est donc un
compact. La fonction f est polynomiale donc continue sur le compact B et par conséquent

‘La fonction f atteint ses bornes sur B.‘

2. La fonction f est de classe €' sur R" car polynomiale. Si elle atteint ses extremums sur
Iouvert B, alors il s’agit de points critiques. On trouve

VEe[l;n] Ohflxy=2 > x

€[ 1;n]~{k}



Ainsi Vilx)=0 <= Vke[l;n] > ;=0
ii[[l;n]]\{k:}

<= Vke[l;n] Yxi=xp <= =0
i=1

Or,ona Vt>0 ft,t,0,...,0)=2t>>0 et f(t,—t,0,...,0)=—-2t><0

ce qui prouve que 'unique point critique 0 n’est pas un extremum. On conclut

Les extremums de f ne sont pas atteints sur B.

3. D’aprés ce qui précéde, la fonction f atteint ses bornes sur B en des points de la frontiére 0B.
On a 0B = S(0,1). En effet, la boule ouverte B(0,1) est un ouvert inclus dans B. Considérons
U ouvert de E tel que B(0,1) C U C B. Soit € U. On dispose de £ > 0 tel que B(z,¢) C U par
ouverture. En particulier, on a

E 13
—— =11 cB cUcCB
T 3Tl ( +2Hxll>x ()

Passant a la norme, il vient |lz|| + g <1
d’ott ||z|| < 1 ce qui prouve z € B(0,1) d’ot B = B(0,1) comme plus grand ouvert inclus dans
B et par suite 0B = B£(0,1) ~ B(0,1) = S(0,1). On observe

n n 2 n
VeeR"  f(z) = Tiw; — Yy al = <2xz> — Y a?
i=1 i=1 i=1

1<i,5<n

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™ muni de sa structure euclidienne canonique

n 2 n
Vz € R” (Z:@) <nd a?
i=1 i=1

avec égalité si et seulement si z est colinéaire & u = (1,...,1). On en déduit
2
Vz€dB  f(z) = (Zm) - n—l-f(%)
Pui VeedB  f(x) (f})z 1>1f<1 L o 0)
uis x T) = r| —lz2-1=f{-—7%—52.0,...,
= V2 V2

On conclut ’m:—l et M:n—l‘

Remarque : Pour la majoration, on peut aussi invoquer I'inégalité de Jensen avec la convexité
de ¢t — t*:

2 2
Vz € R" <Zx> =n? (—Z:m) <nP=yaf
i=1 ni=1

Ni=1
Exercice 8 (*)

On pose V(z,y) € R? f(x,y) = 32% + 2zy + 3y?

Etudier les extremums de f sur R? puis sur B(0,1).

Corrigé : La fonction f est polynomiale donc de classe €' sur 'ouvert R2. Les éventuels
extremums de f sont points critiques. Pour (z,y) € R?, on a



Vi(z,y) =(0,0) <

{6x+2y:0 — (2.y) = (0.0)

6y +2x =0
Il n’est pas utile d’étudier les conditions du deuxiéme ordre puisqu’on observe directement

V(r,y) e R*  f(z,y) =2(2* +¢*) + (x +y)* > 0= f(0,0)

Ainsi Le point (0,0) est minimum global de f sur R? et sur B#(0,1).

L’ensemble K = B;(0,1) est un fermé borné de R?, espace de dimension finie. C’est donc un
compact et la fonction continue f y admet un maximum. Celui-ci est atteint soit sur f{, soit
sur OK. S’il est atteint dans I'ouvert f{, alors il est point critique mais 'unique point critique
(0,0) dans cet ouvert est un minimum et la fonction n’est pas constante. Par suite, la fonction f
atteint son maximum sur la frontiére OK décrite par 'équation 22 +y% = 1. Avec le paramétrage
t +— (cost,sint), notant g(t) = f(cost,sint) pour t réel, on trouve

Max f(x,y) = Max}f(cost,sint) = Max 3+sin(2t)=4=g <E> =g (3_7r>

(z,y)eK te[0;2m te[0;2m]

2 V2 2 2
La fonction f admet un maximum sur B;(0,1) en (\/7_, \/7_> et en (—\/7_, —£)

FIGURE 4 — Graphe de z = f(z,y) de 'image du cercle unité

13
V(z,y) €R®  f(z,y) = XTAX

Variante : On note A = (3 1) et X = (5) € M>1(R). On a

Par réduction, on trouve PTAP = D = diag(4,2) avec P = R(w/4). Posant U = (:j) avec
X = PU, on trouve
XTAX =UTPTAPU = U'DU = 4u? + 20?
On en déduit instantanément
V(z,y) eR*  f(z,y) = 0= [(0,0)

Puis, comme la matrice P est une matrice d’isométrie, on a || X|| = ||U|| et il vient



Max XTAX = Max 4u?2 +212 =4x1+2x0

IX]I<1 IUlI<1

ce qui prouve que le maximum est atteint en (u,v) = (1,0) et (—1,0). Par changement de base,
on retrouve le résultat précédent.

Exercice 9 (**)

On pose V(r,y) eR?  f(z,y) =23 +19°

Etudier les extremums de f sur R? puis sur B;(0,1).

Corrigé : La fonction f est polynomiale donc de classe €' sur I'ouvert R2. Les éventuels
extremums de f sont points critiques. Pour (z,y) € R? on a

322 =0
Vf(z,y)=(0,0) <= <", = (z,y) =(0,0)
3y* =0
Il n’est pas utile d’étudier les conditions du deuxiéme ordre puisqu’on peut observer directement
Ve >0  f(z,0)=2>>0= f(0,0) et f(—z,0)=—23<0= f(0,0)

Le point (0,0) n’est donc ni minimum, ni maximum local pour f et par conséquent

‘La fonction n’admet aucun extremum sur R, ‘

L’ensemble K = Bf(0,1) est un fermé borné de R?, espace de dimension finie. C’est donc un
compact et la fonction continue f y atteint ses bornes. Celles-ci sont atteintes soit sur f(, s0it
sur OK. Si elles sont atteintes dans 'ouvert f(, alors elles sont points critiques mais 'unique
point critique (0,0) dans cet ouvert n’est pas un extremum. Les bornes sont donc atteintes sur
la frontiére OK paramétrée par t — (cos(t),sin(t)). On pose

Vit e [0;27] g(t) = f(cos(t),sin(t)) = cos(t)® + sin(t)3
On a VieR  g(t) < cos(t)? +sin(t)? < 1= f(1,0) = f(0,1)
et VteR  g(t) = —(cos(t)? +sin(t)?) = —1 = f(—1,0) = f(0,-1)

La fonction f atteint son maximum sur B¢(0,1) en (1,0) et (0, 1)
et son minimum en (—1,0) et (0,—1).

FIGURE 5 — Graphe de z = f(x,y) de 'image du cercle unité



Exercice 10 (*)

On pose V(z,y) € R? flr,y)=2z+y et g(z,y)=2>+9y>—5

Etudier les extremums de f sous la contrainte g(x,y) = 0.

Corrigé : Les fonctions f et g sont polynomiales donc de classe €' sur ouvert R?. On a
I'équivalence pour (z,y) € R?

g(:E,y) =0 — (:Evy) € 8(07\/5)

La fonction continue f admet un minimum et un maximum sur la sphére S(0, \/5) qui est un
compact de R? en tant que fermé borné d'un espace de dimension finie. Par dérivation, on trouve

V(z,y) e R*  Vyg(z,y) = 2(z,y)

Ainsi V(z,y) € R? Vy(z,y) = (0,0) <= z=y=0

Or, on a ¢(0,0) = —5 # 0 donc les extremums de f sous la contrainte g(z,y) = 0 sont des
points ou Vg(z,y) # (0,0). Par conséquent, d’aprés le théoréme d’optimisation sous contrainte,
ces points sont solutions de

JNeER : Vf(x)=AVg(x) et g(x)=0
c’est-a-dire INER ¢ (2,1)=2\(z,y) et z*+y*=5

On en déduit notamment que A n’est pas nul puis
1 1 1

1
TEY YTy o wTpe T
1
On trouve \ = £ 3 puis (z,y) € {(2,1),(=2,-1)}
On remarque f(2,1)=5>-5=f(-2,-1)

et on conclut

Sous la contrainte g(z,y) = 0, la fonction f admet
un maximum en (2, 1) et un minimum en (-2, —1).

Exercice 11 (**)

On pose Vo= (x1,...,2,) ER"  f(x)=]]z et glx)=> 2?1
‘ i=1
Etudier les extremums de f sous la contrainte g(x) = 0.

Corrigé : Les fonctions f et g sont polynomiales donc de classe €' sur 'ouvert R™. On a
g1 ({0}) = S(0,1), fermé borné de I'espace R™ de dimension finie. Tl s’ensuit que g~'({0}) est
compact et la fonction continue f y admet un minimum et un maximum. Par dérivation on
trouve

Vr € R" Vyg(z) =2z

d’ot pour z € R” Vg(x) =0 <= = =0



Or, on a g(Ogn) = —1 # 0 donc les extremums de f sous la contrainte g(z) = 0 sont des points
ou Vg(x) # 0. Par conséquent, d’aprés le théoréme d’optimisation sous contrainte, ces points
sont solutions de :

JNER : Vf(x)=AVg(x) et g(x)=0

et en particulier dANeR : ( I1 xz) =2\x
€] 1;n]~{k} ke[1:n]

Si A = 0, alors 'une des coordonnées z; est nulle et par suite f(z) = 0. Supposons ensuite A # 0.
On en déduit

Vie[l;n] 2?2 = —f(x)
Ceci prouve que les x? sont égaux entre eux et comme g(x) = 0, il s’ensuit
1

Vie[l;n] T =+

Bl

et on trouve f(t%,...,i%):t(%)n

le signe étant déterminé par la parité du nombre de coordonnées négatives. On constate alors
que le cas A = 0 ne fournit pas la configuration d'un extremum et on conclut

Sous la contrainte g(x) = 0, la fonction f admet ses extremums en des points de coordonnées + —
n

qui sont des maximums s’il y a un nombre pair de coordonnées négatives et des minimums sinon.

Remarque : Pour z € R” de coordonnées toutes non nulles, on obtient par inégalité arithmético-
géométrique

1
n n 1 n
(M) < 251

=1 i=1

et par inégalité de Cauchy-Schwarz

Si g(x) =0, on a donc (H |xl|> ' < —

d’ou

Le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz est réalisée si et seulement si (|x1], ..., |z,]|)
est colinéaire & (1,...,1) et on retrouve exactement les points obtenus précédemment.
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