ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°77

Exercice 1 (**%*)

Soit E euclidien et U = E \ {Og}. On pose
T

VeeU f(z) = —3

]

Montrer que f est de classe € sur U et que pour = € U, la différentielle d f (x) est une similitude,
i.e. de la forme ag avec a > 0 et g € O(E). On précisera la nature de la similitude en question.

Corrigé : L’ensemble U = || - ||7* (] 0; +occ [) est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert
par la norme, application continue car 1-lipschitzienne. Soit & = (e;)1<i<, une base orthonormée

n
de E. Pour z € E, notant = > _z,e; avec les x; réels, on a

=1
n
inei
2 Ni=1

VreU  flz) = —

Les fonctions coordonnées sont données par

Vie[l;n] VzeU fi(r)=

Ces fonctions sont rationnelles, bien définies sur U donc de classe € sur U. Ainsi

f e €>(U,E)

Par dérivation, on trouve

V(i,5) € [1; n]? VeeU 0;fi(x) =

n 1 T x
d’otl Vie[l;n] Vee U @f(x):Z@if-(:L’)e-:—[ei— T
s w2 ][]}
Et par conséquent, pour (z,h) € U X E
inhi
i 1 n = x 1 (x,h) =z
df(z)-h=>0;f(x)h; = 7—= | D_hie; — 2 = h—2—"—+_—
ix ]| i el A=l | flll? ]| []]]

Le vecteur z/||z| forme une base orthonormée de Vect (x) et on reconnait entre crochet I'ex-
pression de la réflexion orthogonale par rapport a Vect (x)*. On conclut

1
Ve eU df(l') = WSVect (z)+

Variante : Pour (z,h) € U X E, on a



r+h T+ h (x,h) -
flx+h) = = <1+2 +o(h)>
[l +2 Gz, h) + [[Af12 - [l]? ]2

SRy RS %) R AR 7S

I EE ] IR EIERN R [edimied

On retrouve le résultat précédent.

Exercice 2 (***)
On pose V(z,y) e R?  f(x,y) = sin(z) sin(y) sin(z + y)

) 2
Etudier les extremums de f sur R? puis sur [0 ; g} .

Corrigé : On remarque

V(r,y) eR*  flz+my) = flz,y) et flz,y+n)=f(z,y)
ce qui permet donc de réduire le domaine d’étude a [0; 7r]2. On remarque aussi
V(l’,y)ERz f(ﬂ'—l',ﬂ'—y):—f(l’,y)
ce qui permet de réduire le domaine d’étude & A = {(IL‘, y)el0;n]? |z+y< 7T}, le comporte-

2 1 , ] . .
ment sur [0;7]° \ A s’en déduisant. L’ensemble A est un compact (fermé borné en dimension
finie). La fonction f est continue comme composée de telles fonctions et admet donc un maximum
et un minimum sur A. On a clairement

V(z,y) e A f(z,y) 20

puis Y(z,y) € 0A flz,y) =0 et Y(z,y) €A flx,y) >0

Tous les points de OA sont donc des minimums de f sur A. La fonction f est de classe € sur
R? comme composée de telles fonctions et elle atteint son maximum sur A sur 'ouvert A en un
point critique. On a pour (z,y) € R?

o) = sin(y) [cos(z) sin(x + y) + sin(x) cos(x + y)] =0
Vi(z,y)=(0,0) <= {sin(x) [cos(y) sin(z + y) + sin(y) cos(x + y)] =0
— {Sin(Qx +y)=0 {2:5 +y =0 [r]
sin(z +2y) = 0 T+ 2y = 0[r]

™ T . . .. ° . . .
On trouve (5’ —> unique point critique de f dans A. D’aprés ce qui précéde, il s’agit donc du

maximum de f sur A et d’aprés la réduction du domaine d’étude, on en déduit

La fonction f admet un maximum global en les points <Z + km, T + 67?)
3 3 (k,0)€Z2

2 2
et un minimum global en les points (—W + k, ill + EW) .
3 (k,)ez?

2 . . .
L’ensemble B = [0 ; 5} est un compact et la fonction continue f y admet un maximum et un

minimum. Comme B C A et que la fonction f admet un maximum global sur A en (%, g>7 il

s’agit donc également du maximum de f sur B et on a f(z,y) > 0 pour tout (z,y) € B avec

Vi [o;g] F(£,0) = £(0,1) =0



On conclut

La fonction f admet un maximum global sur B en (g, %) et un
minimum global sur B en les points (0,t) et (¢,0) avec t € [O; g]

FIGURE 1 — Graphe de z = f(z,y)

Exercice 3 (***)

1
On pose V(z,y) €]0;+00 " f(:v,y)=@+x+y
Etudier les extremums de f sur ] 0; o0 [,

Corrigé : On a f € €'(]0;+00[*,R) en tant que fonction rationnelle bien définie. L’ensemble
10;+00 [2 est ouvert donc les éventuels extremums de f sont points critiques. On obtient pour
(z,y) € R?

1
b= =0 v =a!
vf(x7y>:(0’0) 1 — y=— — (m,y):(l,l)
b=z 22

Par dérivation, on trouve pour (z,4) € ]0; +oo [

O%f 2 PF 2 0% f 1

@(£ay) = 173?/ a_yz(xvy) = :U_y?’ axay($ay) = $2y2

En (1,1), la matrice hessienne (? ;) est de déterminant égal a 3 > 0 et de trace égale a

4 > 0. Le point (1,1) est donc un minimum local. Pour 1’étude du caractére global, ¢’est moins
immédiat. On a

V(z,y) €]05+00[  flmy)Za+y> /22 +y? —— +x
I(z,y) || —+o0
Par comparaison flz,y) ————— +0
Il (z,y) | —=+o0



Ainsi, on dispose de R > 0 tel que f(z,y) > f(1,1) pour |[(z,y)|| > R. Soit € > 0 tel que
1
ik £(1,1). Pour (z,y) € ]0;+00[>NB;(0,R) avec 2 < € ou y < &, on a

1 1
2 — 2 — > 171
Notons Kgr. = {(w,y) €le;roo |22 +9% < RQ}

D’aprés ce qui précéde, on a montré

V(x,y)€]0;+oo[2\KR78 f(a:,y)>f(1,1)>}£nff

la derniére inégalité résultant du fait que (1,1) € Kg . puisqu’il n’est pas hors de cet ensemble.
On en déduit
Inf f= Inf f
]0;+00 2 KR,

Or, I'ensemble Kg . est un fermé borné de R?, espace de dimension finie. C’est donc un compact
et la fonction continue f y atteint sa borne inférieure ce qui prouve que la fonction f admet
un minimum global. Comme la fonction admet un unique point critique sur ]0;+o0 [2, c’est
nécessairement le point (1,1) et on conclut

La fonction f atteint un minimum global en (1, 1).

FIGURE 2 — Graphe de 2z = f(z,y)

Variante : Avec l'inégalité arithmético-géométrique, on observe

1/ 1 5
V(z,y) €]0;+00 [ g(x—y+$+y>2(i—z> =1

d’ou V(x,y) €]0;+00 [2 flzyy) =2 3= f(1,1)

ce qui prouve que le point (1, 1) est un minimum global. Encore faut-il penser & cette approche
totalement expéditive ...



Exercice 4 (***)
On pose V(r,y) eR*  f(z,y) =2° — 2y +y°

et D={(z,y) eR* |z <2?+y*< 1}
1. Justifier que f est de classe ¢! sur R? puis étudier les extremums de f sur R
2. Représenter le domaine D et préciser sa nature topologique.

3. Etudier les extremums de f sur D.

Corrigé : 1. La fonction f est polynomiale d’ou

f €€ (R, R)

L’ensemble R? est ouvert donc les éventuels extremums de f sont points critiques. On a

Vf(r.y) = (0,0) <= {2$_y:o = (2.9) = (0.0

20 —x =10

Puis, on trouve

V(z,y) € RZNA(0,0)}  fl,y) =5 [(x —y)* + 2% + 9] > 0= f(0,0)

N | —

Ainsi

La fonction f admet un unique extremum qui est un minimum global strict en (0, 0).

2. Pour (z,y) € R? on a

2 2
?+y? <1 Y <21
(x,y) €D <= T 1 b 1
r< Tty r—5 )ty 24

On en déduit que le domaine D est contenu dans le disque unité fermé en excluant le disque
ouvert centré en (1/2,0) de rayon 1/2.

FIGURE 3 — Domaine D

On a D =Bf(0,1) \ B(1/2,1/2) ce qui prouve la fermeture de D ainsi que son caractére borné
dans R? espace de dimension finie. On conclut

’L’ensemble D est un compact.

3



3. On a (0,0) € D et la fonction f y admet donc un minimum global strict sur D. Puis, la

fonction f est continue sur le compact D donc y admet un maximum, localisé dans I'intérieur D

ou sur la frontiére 0D.

y/\ y/\

FIGURE 4 — Domaines D et 9D

On a f)::c<x2+y2<1

Le point (0,0) n’appartient pas a D donc la fonction f n’admet pas de point critique dans D.
Par conséquent, elle atteint son maximum sur D sur la frontiére dD. On peut paramétrer les

1 in(t
composantes de OD par t — (cos(t),sin(t)) et t — <§(1 + cos(t)), sin( )) On a
in(2¢
VieR  g(t) = f(cos(t),sin(t)) =1 — cos(t)sin(t) = 1 — smé )
1 in(t 1
et VteR  h(t)=f <§<1 + cos(t)), Sm; )) = (1 + cos(t))(2 — sin(t))
. 13 3
On en déduit Img—{a,g} et Ith{O,Q[
3 T 3
(7)) =0 (1) =3
On conclut
2 V2 2 2
Sur D, la fonction f admet un minimum en (0,0) et un maximum en (—\/7—, \/7_> et(\%—, —g)

Exercice 5 (***)
Soit f € €' (R?* R). On dit que f est homogéne de degré p entier si
V(t,z,y) eRY xR* f(tw,ty) =" f(z,y)

Montrer que f est homogéne de degré p si et seulement si




Corrigé : On suppose f homogéne. Fixons (x,y) € R?. On pose
VieR  g(t) = f(tw,ty) —t* f(x,y)

Par dérivation composée, on a

vi>0  g(t) = x%@x, ty) + yg—g(:ﬁ, y) —ptr f(z,y)
La fonction g étant nulle sur |0;+00 [, on a en particulier g(1) = 0 d’ou
of  of _
w(‘?x + yay =rf

Supposons que f vérifie cette derniére relation. Fixons (z,y) € R% On trouve

0 0
VE>0  tg'(t) = tl‘—f(m ty) + tya—g(l’, y) — pt? f(x,y) = pf(te, ty) — pt? f(z,y) = pg(t)

Ox
Ainsi, la fonction g est solution du probléme de Cauchy
tg —pg =0
{9(1) =0
dont la fonction nulle est I'unique solution d’aprés le théoréme de Cauchy linéaire. On conclut
La fonction f est homogéne de degré p si et seulement si xa—i + yg—‘g =pf.

Exercice 6 (****)

On pose V(z,y) € R? flz,y) =2 +y* — 3wy

Etudier les extremums de f sur R? puis sur B;(0,1).

Corrigé : On a f € €*(R?, R) en tant que fonction polynomiale. I’ensemble R? est ouvert donc
les éventuels extremums de f sont points critiques. On obtient pour (z,y) € R?
2 3
e = z(xze—1)=0
y { (¢ — 1)

y2 =7 2 — (:L‘,y) < {(O’ 0)7 (17 1)}

Vi) = (0.0) < { s

Par dérivation, on trouve
0*f 0 f 0 f
R? — = —= = —_— =—
V(r,y) € B (L:Y) = 62 0y (zy) =6y 5 o (z,y)=-3
-3

-3 0
le point (0,0) n’est pas un extremum local.

e En (0,0), la matrice hessienne < > est de déterminant égal a —9 < 0 ce qui prouve que

O _63) est de déterminant égal a 27 > 0 et de trace égale
a 12 > 0 ce qui prouve que le point (1,1) est minimum local de f. Avec

e En (1,1), la matrice hessienne <

f(z,0) =23 —— —c0

T——00

On conclut

Le point (1,1) est 'unique extremum de f, minimum local non global.




FIGURE 5 — Graphe de 2z = f(z,y)

La boule fermée B(0,1) est un fermé borné de R?, espace de dimension finie. Il s’agit donc d’un
compact. La fonction f continue atteint ses bornes sur B(0, 1). Celles-ci sont atteintes soit sur
la frontiére, soit & U'intérieur. L’intérieur de Bf(0,1) est 'ouvert B(0,1) et sur cet ouvert, tout
extremum de f est point critique. Or, le seul point critique de f dans B(0, 1) est (0,0) et ce n’est
pas un extremum. On en déduit que les bornes de f sur B¢(0,1) sont atteintes sur la frontiére
0B(0,1). On pose

Vt € [0;27] @(t) = f(cos(t),sin(t))

On a Sup  f(z,y) = Sup ¢(t) et Inf  f(z,y) = Inf ¢(¢)

(z,y)€B;(0,1) te[0;2n] (z,y)€B;(0,1) te[0;2n]
Soit t € [0;27]. On a
@(t) = cos(t)® + sin(t)® — 3sin(t) cos(t)
= (cos(t) + sin(t))(1 — cos(t) sin(t)) — 3sin(t) cos(t)
©(t) = (cos(t) + sin(t)) (1 - % ((cos(t) + sin(t))* — 1)) - g ((cos(t) +sin(¢))? — 1)
Notant Vue R g(u) =u®+3u®—3u—3

On a VieR  o(t) = —%g(cos(t) +sin(t)) = —%g(x/ﬁcos(t —7/4))

Une étude fonctions permet de voir que sur [—\/5; V2 ], la fonction g atteint ses extremums en

u:—ﬂetu:\/ﬁ—let

ﬂcos(t—%):—\/? <~ tz%

V2 cos (t—%> =V2-1 < te {ZiArceos (1——)}

Sup  f(z,y) = p(cos(a),sin(a)) avec «a € {Z + Arccos (1 — i)}

(,y)€B(0,1)

Inf  f(z,y) = p(cos(B),sin(B)) avec 5:%

(,y)€B(0,1)




Exercice 7 (***%*)
Soit f € €*(R",R") dont la matrice jacobienne est, en tout point, orthogonale. On note

o n Of 0*f
. 3 O i = A
v, 5 k) € 15 n] bk pzzaaxi Oz ;j0xy,

1. Montrer V(i,5,k) € [1;n]? Qijk = Qigj = —Oji
2. En déduire qu’il existe b € R" et A € O,(R) tels que
Ve € R" flx)=Az+b
Corrigé : 1. Le théoréme de Schwarz appliqué a f, € €*(R",R) avec p € [1; n] fournit la
premiére égalité
V(i,j. k) € [1in]®  aigr =iy

La matrice jacobienne J;(z) est orthogonale pour tout = € R™ donc ses vecteurs colonnes forment
une base orthonormée de R" d’ou

ik e[1inr 2 9h

: =
=10x; Oy, ok
En dérivant par rapport a x; pour j € [1; n], il vient

- [0, Of, Of, Of
.13 p_ YJp P, P

=0 <— Ak 54 + OG5k = 0

Ainsi V(l,], /{3) € [[1, TL]]S Qi gk = Qg = —Okji

2. La derniére égalité de la relation établie & la premiére question signifie qu'une permutation
circulaire des indices change le signe de la quantité. Ainsi, en effectuant trois permutations
circulaires successives, on obtient

V(i,j,k) € [1;n]? aije= (-1’0 = @jpr=0
Fixons z € R™ Soit (j,k) € [1;n]* et X € #,1(R) dont la p-iéme ligne contient f;;, =

0*f,
Jz, 0 (). On a

n df 0?f,
T 3 p . p = (v .
Jf (J})X ( al,i (I) axjaxk (:L'))le[ln]] ( ka’)ie[[l;n]] 0

p=1
Or, la matrice J}(m) est orthogonale donc inversible d’ou

JJ@)X=0 = X=0

0
oz, (9ifx) =0

Par caractérisation d’une fonction constante sur R™ ouvert connexe par arcs, il s’ensuit
Vi, k) el1;n]*  Sa; €R | 0ifi = any

Ainsi, la matrice jacobienne de f en tout point est la matrice A = (am) qui est par hypothése
orthogonale. Posons

et par suite V(i j, k) e [1;n]? fijre =0 =

Vr € R" g(x) = f(z) — Ax

La fonction g est clairement de classe € sur R” avec



VEe[1l;n] Vr € R” gk(z) = fe(x) = D akz;
i=1
En dérivant par rapport a x; avec j € [1; n], il vient
V(j, k) e[1;n]? Vo € R" 0igr(x) = 0, fr(x) — a; =0
A nouveau par caractérisation d’une fonction constante sur un ouvert connexe par arcs, il s’ensuit
VEe[l;n] b eR | gp=bg

Notant b = (bi)re[1;n], il en résulte que

Il existe A € O,(R) et b € R" tel que f(z) = Az + b pour tout x € R™.

Exercice 8 (****)

Soit E = R™ muni de sa structure euclidienne canonique, U ouvert borné non vide de E, f €
%¢*(U,R) et f continue sur U. On définit le laplacien de f sur U noté Af par
n af n
Vo= (onom) €U Af@) = Yoo() ou Af() = L0 (2)
i i=1

i=1
1. Justifier que f admet un maximum en un point xy € U.

2. On suppose Af(z) > 0 pour tout x € U. Montrer
g€ OU et VrelU f(z) < Sup f(y)

yedU

On pourra supposer par absurde que zg € U, justifier Uexistence d'un i € [1; n] tel que
82
8—2(%) > 0 et considérer ¢ : t — f(xg+te;) avec e; le i-éme vecteur de la base canonique.
Z;
On suppose désormais que f est harmonique sur U, i.e. Af = 0. On pose
Ve >0 g-(x) = f(z) + <||z|)?
3. Montrer que g. est continue sur U, de classe €2 sur U et que

Ve eU Ag.(z) >0

4. En déduire Ve U f(z) < Sup f(y)
yedU

Corrigé : 1. Notons E = R” muni de sa structure euclidienne canonique. Comme 'ouvert U

est borné, il existe R > 0 tel que U C B(0,R) d’ou U C B;(0,R) = B;(0,R) puisqu’une
boule fermée est un fermé. Ainsi, I’ensemble U est un fermé borné de E de dimension finie. Par
conséquent, la fonction f continue sur le compact U est bornée et atteint ses bornes et donc en

particulier

La fonction f admet un maximum en x, € U.

2. Supposons zy € U. Par hypothése, on a Af(xg) = Y. 02f(xo) > 0. Si 92 f(zo) < 0 pour
k=1

tout k € [1; n], alors Af(zg) < 0 ce qui est faux. Ainsi,iil existe un entier i € [1; n] tel que
02 f(xg) > 0. Comme zy € U avec U ouvert, il existe r > 0 tel que B(xg,7) C U. On a pour ¢ réel

xo + te; € B(xg,r) < |t| <r

On pose Vte]—r;r| p(t) = f(xo + te;)

10



La fonction ¢ est de classe €% sur | —r ;7 [ et admet un maximum en zéro puisque f admet un
maximum en zg. Alors, comme zéro est un point intérieur a | —r;r [, on a

P'(0)=0 et ¢"(0)=07f(0)>0
D’apres le théoréme de Taylor-Young, il vient
t2 2

#(t) = 9(0) = ¢"(0) 5 +o(*) = 3 (¢"(0) + o(1))

qui est strictement positive au voisinage de zéro ce qui prouve qu’il s’agit d’un minimum strict,
ce qui est absurde. Ainsi, la fonction f atteint son maximum sur U en un point zo € UN\U = 90U
d’ou

Sup f(z) = f(zo) < Sup f(z) < Sup f(z)

zeU r€dU z€U
et ce maximum n’est atteint en aucun point de U d’aprés ce qui précéde d’ou

10€dU et YoxeU  f(x)< Sup f(y)

zedU

3. Soit € > 0. On a Ve e U g:-(x) = f(z) +ed>a?
i=1

Ainsi, la fonction g. est somme de la fonction f et d’'une fonction polynomiale qui est de classe
¢ sur U et on en déduit

g: € €(U,R) et g.€€*U,R)

Par dérivation on trouve

VeeU Vie[l;n] D2g:(x) = O f + 2¢

d’ou Ve e U Ag.(x) = Af + 2ne =2ne >0

4. Soit € > 0. D’aprés le résultat de la question 2, on a
VeeU  f(z) <ge(z) < Sup g.(y)

yedU
puis VyeodU  g.(y) = fly) +elyll’ < Sup f+eSup lylI”
=)
la borne supérieure Sup ||y||? étant finie puisque U C U qui est borné. Ainsi, on trouve
yedU
Sup g:(y) < Sup f +¢ Sup [ly|”
yeoU yeoU yedU
d’ou VeeU Ve>0  f(x)< Sup f+e Sup ||y||?
yedU yedU

Pour x € U, faisant tendre € — 0, on conclut

Ve eU f(z) < Sup f
z€edU

Remarque : Ce résultat est intitulé principe du mazimum.
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