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Probléme 1
1. Pour x = (z1,...,2,) € R", on a
f(I) = <b1 + ECLLjIj, e ,bn + Ean,jxj>
= =1

L’application f est a coordonnées polynomiales sur R"” ouvert d’oiu

f e €' (R"R")

On note fi,..., f, les fonctions coordonnées de f. Par dérivation, on trouve

V(i,j) € [1;n]*  0;fi(x) = ay,

On conclut Ve e R Jp(z) = (ajfi(x))1<ij<n = A

2.(a) Soit (i,5) € [1;n]? On a

et 'ensemble R"™ est un ouvert de lui-méme connexe par arcs. Par caractérisation d’une fonction
constante sur un ouvert de R" connexe par arcs, il s’ensuit que la fonction 0; f; est constante et
la constante pouvant dépendre a priori de ¢ et j, on conclut

\V/(Z,j) < [[1, n]]2 E'CLZ‘J‘ eR | Ve e R* @fl(x) = Q4
€ M, (R) et

2.(b) On pose A = (a;;)

1<i,j<n

VeeR"  g(z) = f(z) - Az = (f1(x) — iam% oo (@) = anawxj)

avec gi, ..., g les fonctions coordonnées de g. La fonction g est de classe €' sur R® comme
composée de telles fonctions. Par dérivation, on trouve

Vr € R" Vje [[1771]] 8]'9(3:):(ajfl(x)_al,jv---aajfn(x)_an,j):O]R"

Par caractérisation d’une fonction constante sur un ouvert de R™ connexe par arcs, I’ensemble
R" lui-méme en I'occurrence, il s’ensuit que la fonction g est constante, autrement dit il existe
b € R”™ tel que

Ve e R*  g(z)=b

On conclut A(A,b) € #,(R) xR* | VreR" f(x)=Az+0




Probléme 11

1. Pour t > 0, on a o(t) =el +tet/t >0

Ainsi La fonction ¢ ne s’annule pas sur | 0;+00 |.

2. La fonction ¢ est dérivable et on a par dérivation

1/t
Vit <0 go/(t):et+el/t—eT>0

On en déduit que la fonction ¢ croit strictement sur |0 ; +oo [ avec

o(t) -0 et o(t) — 1

t30
d’ou le tableau de variations
t -00 0
1
—00

La fonction ¢ réalise une bijection de | -00 ;0] vers | -oo; 1 [. Par conséquent, il existe un unique
réel t < 0 tel que ¢(t) = 0. On observe

o(-1)=et—e1=0

On conclut VE<0  p(t)=0 <= t=-1

3. La fonction f est de classe €2 comme composée de telles fonctions. Par dérivation, on trouve
V(z,y) € R? Vi(z,y) = (e¥+ye® xe¥ +e”)
Ainsi, pour (z,y) € R? on a

eV +ye® =0 e’ +ye® =0
Vi(z,y) =(0,0) < =
re¥ +e” =0 (xy — 1)e* =0

1
La condition zy = 1 impose notamment x non nul et y = —. Il s’ensuit
x
x

el/r 4+ S =
Vir,y) =(0,0) v

zy =1

Ainsi, pour (z,y) € R?, on a I'équivalence

ry =1

p(r) =0

4. La fonction f est de classe € sur ouvert R2. D’aprés 1’étude qui précéde, la fonction f admet
(—1, —1) pour unique point critique et par condition nécessaire, c’est le seul extremum éventuel.
Par dérivation, on trouve

Vi(z,y) =(0,0)




0 f 0 f 0 f
2 _ T AT

V(l’,y) eR @(ZL’?y)_ye axay(a;ay)_e +e? a_yg
-1 2
2 -1
prouve que le point (—1,—1) est un point col. On conclut

(z,y) = ze?

En (—1,—1), la matrice hessienne est e ! < > de déterminant égal & —3e 2 < 0 ce qui

La fonction f n’admet pas d’extremums sur R2.

Probléme II1

1. On suppose f convexe. Soient x, y dans R™ et s, ¢ réels. Pour A € [0; 1], il vient en décomposant
I=X+(1-2X)

Pay (A + (1= A)s) = f(z+ (At + (1= A)s)(y — x))
=A@ +tly—2)+ Q= N)(z+ty —2)) < Apay(t) + (1 = N)pay(t)
Soient x, y dans R". On suppose ¢, , convexe. Soit A € [0;1]. Par convexité, on a

Py Ax0+(1-A)x1)< )\pr,y(o) +(1— A)@x,yu)

autrement dit FOz+ (1 =Ny) <Af(x)+ 1 =N)f(y)

On conclut

La fonction f est convexe si et seulement pour tous z, y dans R”, la fonction ¢, , est convexe.

2. Soient x et y dans R™. On pose v :t € R — x +t(y — ). La fonction v est dérivable sur R et
par composition, on en déduit que la fonction ¢, , = f oy est dérivable sur R avec

VEeR ¢, () =df(v() - 7'(8) = (VF(v($), 7 (1))

C’est-a-dire VteR ¢ (t) =(Vf(z+ty—2))(y— )

. Soi T . vexe. 6 i " vex

3. Soient z, y dans R™. On suppose f convexe. Par conséquent, la fonction ¢, , est convexe ce
qui équivaut a la croissance de sa dérivée. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe
c€]0;1] tel que

Fy) = (@) = @ay(1) = 9ay(0) = ¥, ()
et on a Pry(c) = @, (0) = (Vf(2),y — )

d’on fy) = f(@) +(Vf(2),y —z)
Réciproquement, soient =, y dans R” et A € [0;1]. On note ¢ = Az + (1 — Ay et on a
{f(ﬂ?) 2 f(e) +(Vf(e),z—c)
fy) = f(e) +{V[(e),y =)

On trouve z — ¢ = (1 — A\)(z — y) et y — ¢ = A(y — z). En multipliant la premiére ligne par A
et la seconde par (1 — \) dans le systéme précédent, on obtient aprés addition par linéarité du
produit scalaire en la seconde variable

M)+ A =Nfy) =2 A+1=0f(e) + (V(e) A0 =Nz -y +y —x))

c’est-a-dire AMx)+ 1 =N f(y) = fAz+ (1= Ny)
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On conclut

La fonction f est convexe si et seulement si f(y) > f(x) + (Vf(z),y — x) pour tous z, y dans R".

4. On suppose f convexe. D’aprés le résultat de la question précédente, on a pour x, y dans R"

fy) = fy) 2 (Vf(x),y—x) et f(x)—fly)=(VI(y),z—y)

et aprés sommation des inégalités

02 (Vf(x)=Vfy)y—x
Réciproquement, soient z, y dans R™. On a pour ¢t € [0;1]

(VI +ty—2) = Vf)z+tly—z)—x) >0

d’ot (Vf(z+tly — ), tly —2)) = (V) tly —x))

Apreés simplification pour ¢ € |0;1] par linéarité en la deuxiéme variable , on obtient
(Vi+ty—2)),y—=x) > (V[f(z),y—x)

c’est-a-dire Vte]0;1] @) = ¢, (0)

Pour les mémes raisons que celles présentées pour le sens direct a la question 3, on obtient

fly) = f@) +(Vf(2),y — )

On conclut

La fonction f est convexe si et seulement si (V f(y) — Vf(z),y —x) > 0 pour tous z, y dans R".




