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Feuille d’exercices n°87

Exercice 1 (**)

Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme p = 4n + 3 avec n entier non
nul.

Corrigé : Il en existe, 7 par exemple. Supposons qu’ils soient en nombre fini py, ..., p, et posons
n

A=4]]pr—1. Ainsi,on a A =3 [4] et A > p, d’ott A non premier. On a A = —1 [pg]| pour
k=1

tout k£ € [1;n] donc A premier avec tous les py. Par conséquent, les diviseurs de A sont

nécessairement de la forme 4m + 1 avec m entier ce qui implique A = 1 [4] en contradiction avec

précédemment. On conclut

’Il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 3 avec n entier non nul.

Exercice 2 (**)

Soit n entier avec n > 2. Montrer que n ne divise pas 2" — 1.

Corrigé : Supposons n|2" — 1. Soit p le plus petit facteur premier de n. On a clairement p
impair puisque 2" — 1 est impair. Puis, on trouve 2" = 1 [p]. Ainsi, dans U(Z/pZ), on a o(2)|n
et comme ¢(p) = p — 1, on a aussi o(2)|p — 1. Or, Pentier p est le plus petit facteur premier de

n d’ott 0(2) = 1 ce qui signifie 2 =1 [p] et qui est absurde. Ainsi

’Pour n > 2, entier n ne divise pas 2" — 1.‘

Exercice 3 (**)

Soit p un nombre premier impair et x € Z. Montrer
+1

z € F, est un carré <= 'z =ux [p]

On admettra le résultat suivant : pour P € F,[X], le polynéme P admet au plus degP racines
distinctes.

Corrigé : On peut réduire le probléme a 1’équivalence

-1
7 € F, est un carré non nul <= z'z =1 [

. _ _p—1 —p— T N . PO ;o
Siz = a® alors on a 2 = aP ! = 1 d’aprés le petit théoréme de Fermat. Réciproquement,
considérons
* *
) Fp Fp
r — 2?

C’est un morphisme de groupes multiplicatifs et chaque carré admet deux antécédents puisque
V(z) =¢(a) <= za '€ Kery avec Keryp={£1}

le noyau s’obtenant par intégrité en résolvant (z — 1) (z + 1) = 0. On en déduit, comme dans
I'exercice 0 feuille 0



Card F, _ P 1
Card Ker ¢ 2

Card Im ¢ =

et par conséquent Vz € Im v i =1

solutions donc les racines sont exactement les

Or, le polynome X" — 1 admet au plus P

élément de Im ¢ d’ou la réciproque. On conclut

p+1

T € F, est un carré <= x 2 =z [p|

Variante : Chaque carré admet deux antécédents car par intégrité
?—a*=(r—a)(T+a)=0 < 7z € {a,—a}

-1
On retrouve Card Im ¢ = pT

Application : On a en particulier

—T carré <= —1"7 =1 [p]
p—1_ .
et —5— pair <~ p=1[4]
d’ou —1 carrée < p=1[4]
Exercice 4 (***)

Soit p un nombre premier tel que p* 4 2 est aussi premier. Montrer que p* + 2 'est aussi.

Corrigé : Sip=2,onap’+2¢ P.Sip=3,onap’+2=11€Petp®*+2=29¢€ P.Si
p=5,0onp==1[3] doup? =1 [3] et par suite p* +2 = 0 [3] ce qui prouve que p* + 2 n’est pas
premier pour p premier > 5. On conclut

‘Soitpeptelquepz%—?EP. Alors, on ap3+2€73.‘

Exercice 5 (***)

Soit a entier non nul et p entier avec p > 2 tels que a?~! = 1 [p]. On suppose que pour tout
diviseur strict d de p — 1, I'entier a? — 1 est premier avec p. Montrer que p est premier.

Corrigé : On a a’ ' =1 [p] dou a € U(Z/pZ) et o(a)|p — 1. Soit d diviseur strict de p — 1. Si
a® =1 [p], alors pla® — 1 ce qui contredit a? — 1 premier avec p. Par conséquent, on a a? Z 1 [p]
et il en résulte que o(a) = p — 1. Ainsi, on obtient

o(p) = Card U(Z/pZ) > Card (a) =p —1

et comme @(p) < p, on en déduit ¢(p) = p — 1 ce qui prouve l'égalité U(Z/pZ) = (Z/pZ)*
puisque U(Z/pZ) C (Z/pZ)* et par conséquent

’L’entier p est premier. ‘




Exercice 6 (***)

Déterminer tous les entiers n € N* tels que 7 divise n™ — 3.

Corrigé : Notons r le reste de la division euclidienne de n par 7 et s le reste de la division
euclidienne de n par 6. D’aprés le petit théoréme de Fermat, comme 7 est premier, on a

n" = nb*ets = (n®)9 x n® =n® =1 7]

Lescas s =0, r =1 et r =6 = —1 [7] sont clairement exclus. Pour (r,s) € [2;5] x [1; 5],
on calcule r® [7] et on trouve (r,s) = (3,1) et (r,s) = (5,5). Ainsi, les solutions vérifient

nécessairement
n 7] L 5 [7]
n n=>5

(6]
On a Tx1+6x(-1)=1

3
1

Pour le premier systéme, une solution particuliére est donnée par ng = 7x14+3x6x (—1) = —11.
La plus petite solution positive est donnée par —11+6 x 7 = 31. Pour le deuxiéme systéme, une
solution particuliére évidente est n; = 5. On conclut

Les ensembles solutions sont {31 + 42k, k € N} et {5 + 42k, k € N}.

Exercice 7 (***)

Soient p, g deux nombres premiers distincts. Montrer

Ckp _ (p—1)(g—1)
g |1 (o=
k=114

Corrigé : On note

Nog=[1;¢-1]x[1;p—1]  As={(k, () € Ao | pk = gt}
Ay ={(k,0) € Ay | pk < ql} ANy ={(k,0) € Ny | pk > ql}
AO —)Ao
2 (

La famille (Ai)ie[[l;?)]] est une partition de Ay. Pour (k, ) € Az, comme pAg=1etl <p, k<g,
il s’ensuit que Az = @. Soit (k,¢) € Ay. On a

et on pose

pk < ql < qp—pk>qp—ql <= plg—Fk)>qlp—10)
Comme ©? = id, on en déduit que ¢ réalise une bijection de A; sur A,. Par suite

Card Ay = Card A; + Card Ay =2Card Ay = (p—1)(¢g—1)

q—1 q—1
et Card Ay = > > 1]=> >l
k=1 \1<l<p—1, qf<pk k=1 \1<l<pk/q

Do ZZ; L%PJ _(p=Dl=1)

2

Variante : Notons r I'application qui a k € [1; g— 1] associe le reste de la division euclidienne
de kp par g. Cette application est bien définie par unicité du reste et on a

3



Vke[l;,q—1] ksz%Jq—H“(k)

L’application r est a valeurs a priori dans [0; ¢ — 1]. Soit k € [1; ¢ —1]. On a k A g =1 puis
avec le théoréme de Gauss

k
r(k) =0 < kp= szJq = q|p

ce qui est absurde. On en déduit que r est a valeurs dans [1; ¢—1]. Soit (k,¢) € [1; ¢—1] avec
k # (¢, par exemple k <. Onal—k e [1;q—2] dou (¢ — k) A g =1 puis, avec le théoréme
de Gauss
{p kp
0 =r) = pe-n=a(|2]-|Z]) = b

ce qui est absurde et prouve donc l'injectivité de r. Ainsi, 'application r est injective de [1; g—1]
dans [1; ¢ — 1] ce qui prouve que c’est une permutation de [1; ¢ — 1]]. Puis, on a

DNkp| - p—1D(g—1)
On conclut k; L?J =05 —

Exercice 8 (****)

Pour n entier non nul, on note P(n) I'ensemble des nombres premiers inférieurs ou égaux a n
puis on pose

P.= [] p et m(n)=Card P(n)

peP(n)
et Ve >0 o(x) =z (In(x) — 1)
1. Montrer Vn € N (2":1) < 4"
2. Etablir Vn € N* Py, <4"P,q
3. Montrer Vn € N* P, <4
4. Etablir Vn € N* @(n) < In(n!)
5. Montrer Vn > 2 2nln(2) < ¢ (e n )
In(n)
6. En déduire Vn > 2 m(n) <e ln?n)

Corrigé : 1. Soit n entier. On a

(1 + 1)2n+1 _ 2§1(2n1:r1) 2 (2n+1) + (2n+1) — 2(2n+1)
k=0

D'ott VYne N () <4qn




n

[1(2k)

Variante : Ona (") = =1
I1%

k

2. Soit n entier. On a Pont1 = Pnta IT p
pEPN[n+2;2n+1]

(2n+1)! 20

1(2n+1y _ \&0 T )0
° n( ) (n+D! e

k

d’on [ p divise n!(Q"H)
n
pEPN[n+2;2n+1]

Or, pour p premier dans [n+2; 2n+1],onapAn! =1d’ou 11 p | An! = 1. D’aprés le
n+1<p<2n+1
2n+1

lemme de Gauss, il s’ensuit que I p divise ( -

pePN[n+2;2n+1]

) et d’aprés le résultat de la question

précédente, on conclut

¥n €N Pyt < 4Py

3. On procéde par récurrence. Pour n entier non nul, on pose
P(n): Vke[l;2n] Py < 4%

La propriété Z2(1) est vraie. On suppose Z(n) vraie pour n entier non nul fixé. D’aprés le
résultat de la question 2.(b) et ’hypothése de récurrence, il vient

Popi1 < 4"P4q < 4771
Enfin, on observe que Ps, 15 = Py, 1 puisque 'entier 2n + 2 est pair et n’est donc pas premier.
Par conséquent, on a Poyio = Poppq < 42011 L 42042
ce qui prouve I'hérédité et clot la récurrence. On conclut

VneN* P, <4

4. Soit n entier non nul. Si n = 1, 'inégalité est triviale. On suppose n > 2. Par une technique
de comparaison série/intégrale, on obtient
k n

S [ () dt < S In(k)
k=2 k—1 k=2
c’est-a-dire / In(t) dt = p(n) + 1 < In(n!)
1
Ainsi Vn € N* v(n) < In(n!)
5. Soit n > 2. On a les équivalences
n n
< < — —
2nIn(2) < ¢ (e ln(n)) < 2nln(2) <e n(n) (In(n) +1 —1In(In(n)) — 1)
ln(ln(n)))
<— 2In(2) < 11— ——
n2) e ( In(n)
|
On pose Ve >0 P(x) = n(x)



La fonction 1) est dérivable sur |0;+00 [ et on trouve
1—-1
Ve >0  ¢f(z)= 1= In(@)
d’ou Ve>0  ox)<le)=e?
On en déduit

Vn =2 e—1:e(1_¢(e)><e(l_¢<n)):e(1_111(111(71)))

In(n)

Enfin, par concavité de ¢ — In(1 + t) et convexité de ¢t — e, il vient

Vte[0;1] I+In(l4¢t) <1+t<et
1 1
d’ou 21n(2)—/ [1+1n(1+¢t)] dtg/etdt—e—l
0 0
On conclut Vn > 2 2n1n(2)<gp<e n >
In(n)

6. On note (pg)r>1 la suite strictement ordonnée des nombres premiers. Soit n > 2. On a

w(n w(n

) )

w(n)! =
k=1 k=1

D’aprés le résultat de la troisiéme question, il vient
In(m(n)!) < In(P,) < In(4™) = 2nIn(2)

et d’aprés le résultat des deux questions précédentes, on obtient

plr(n) < In(r(n))) < 201n(2) < o (e 1n?n>>

La fonction ¢ est dérivable sur [1;+00 [ avec ¢'(x) = In(z) > 0 pour x > 1. Ainsi, la fonction ¢
croit strictement sur [1;+00[ et on conclut

Vn > 2 m(n) <e




