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Devoir en temps libre n°17

Problème I

Soit n entier avec n ⩾ 2. On pose M0 =
(
1− δi,j

)
1⩽i,j⩽n

et Mx = xIn + M0 pour x réel. Pour
σ ∈ Sn, on note ν(σ) le nombre de points �xes de σ.

1. Montrer que la matrice M0 est diagonalisable et préciser ses éléments propres (valeurs
propres et espaces propres).

2. En déduire ∀x ∈ R
∑
σ∈Sn

ε(σ)xν(σ) = (x− 1)n−1(x+ n− 1)

3. Calculer
∑
σ∈Sn

ε(σ)
∑
σ∈Sn

ε(σ)ν(σ)
∑
σ∈Sn

ε(σ)

1 + ν(σ)

Problème II

On note GLn(Z) l'ensemble des matrices matrices M ∈ GLn(R) telles que M et M−1 sont à
coe�cients dans Z.

1. Montrer que (GLn(Z),×) est un groupe.

2. Soit d entier non nul et M ∈ Mn(C) telle que Md = In. On pose A =
M− In

3
. Étudier la

convergence de la suite (Ak)k.

3. On pose φ :

®
Mn(Z) −→ Mn(F3)

M 7−→ M

avec, pour M =
(
mi,j

)
1⩽i,j⩽n

∈ GLn(Z), la matrice M dé�nie par M =
(
mi,j

)
1⩽i,j⩽n

.
Soit G un sous-groupe �ni de (GLn(Z),×).

(a) Justi�er que l'application φ est un morphisme d'anneaux.
(b) Établir que le morphisme d'anneaux φ induit un isomorphisme du groupe (G,×) sur

(φ(G),×).

(c) En déduire Card G ⩽ 3n
2

Problème III

Pour n entier non nul, on note rn la probabilité que deux nombres aléatoires dans [[ 1 ; n ]] soient
premiers entre eux. On souhaite montrer

rn −−−→
n→∞

6

π2

On admet l'égalité
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6

1



On dé�nit µ la fonction de Möbius par

∀n ∈ N∗ µ(n) =


1 si n = 1

(−1)r si n est le produit de r nombres premiers distincts

0 sinon

Pour n entier non nul, on pose

P(n) = Card Λ(n) avec Λ(n) = {(a, b) ∈ [[ 1 ; n ]]2 | a ∧ b = 1} et M(n) =
n∑

d=1

µ(d)
⌊n
d

⌋2
1. Soit n entier non nul. En considérant l'union disjointe

[[ 1 ; n ]]2 =
n⊔

k=1

{
(a, b) ∈ [[ 1 ; n ]]2 | a ∧ b = k

}

établir n2 =
n∑

k=1

P
(⌊n

k

⌋)
2. Soit x réel et a, b entiers non nuls, montrerõ⌊x/a⌋

b

û
=

⌊ x

ab

⌋
3. Établir ∀n ∈ N∗ ∑

d|n
µ(d) = δn,1

Pour n ⩾ 2 et d diviseur de n, on pourra distinguer le cas où d admet un facteur carré et
le cas où il est sans facteur carré et s'écrivant comme produit de j facteurs premiers pris
parmi les r facteurs premiers de n avec j ∈ [[ 0 ; r ]].

4. Soit n entier non nul. En considérant
n∑

k=1

P
(⌊n

k

⌋)Ç∑
d|k

µ(d)

å
, établir M = P.

5. Calculer
Å

+∞∑
n=1

1

n2

ãÅ
+∞∑
d=1

µ(d)

d2

ã
.

6. Conclure.
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