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La mention entier (sans précision) fait référence a entier naturel. L’anneau (Z, 4+, x) est com-
mutatif, intégre et on rappelle que pour tout idéal I de cet anneau, il existe un unique entier n
tel que I = nZ.

I Arithmétique dans Z

Soit (a,b) € Z%. On a alp <= VZ C aZ <= b€ dl

Comme U(Z) = {1, —1}, les entiers relatifs a et b sont associés si et seulement a = = b. Si a et
b sont associés et sont des entiers naturels, alors a = b.

1 PGCD et PPCM

Définition 1. Soit (a,b) € Z*. On appelle plus grand commun diviseur de a et b noté a A b
Uentier naturel d engendrant l’idéal aZ + bZ, i.e. tel que aZ + bZ = dZ.

Remarque : Pour (a,b) € Z>, onaaAb=>bAa.

Proposition 1 (Relation de Bézout). Soit (a,b) € Z%. 1l existe (u,v) € Z* tel que
au+bv=aAb

Démonstration. Immédiat par définition de a A b. O

Remarque : Les entiers relatifs u et v de la relation de Bézout ne sont pas uniques. On a

VeeZ  a(u—be)+bv+ac)=aNnb

Proposition 2. Soit (a,b) € Z?> et d=a Ab. On a d divise a et b et pour c € Z
cla et cb = c|d

Démonstration. Comme dZ = aZ + bZ, on a en particulier aZ C dZ et bZ C dZ, i.e. d|a et
d|b. Soit (u,v) € Z* tel que d = au + bv. Si c|a et ¢|b, alors clau + bv = d ou aussi aZ C cZ et
bZ C cZ d’ou aZ + bZ C cZ. O

Remarque : Cette propriété justifie 'appellation du plus grand commun diviseur. 11 s’agit
d’une équivalence, le sens indirect étant trivial.

Théoréme 1 (Théoréme d’Euclide). Soit (a,b) € Z*. Si a = bq + r avec q et r dans Z,
alors on a

aNb=bAT

Démonstration. On a a A b divise a et b donc divise b et a — bqg = r d’ou divise b A r. Puis on a
b A r divise b et r donc divise b et r + bg = a d’ou divise a A b. Ainsi, les entiers naturels a A b
et b A\ r sont associés donc égaux. O]

Commentaire : On peut alors envisager une implémentation de I'algorithme d’Euclide pour
la détermination du pged de deux entiers.

Définition 2. Soit (a,b) € Z2. On appelle plus petit commun multiple de a et b noté a V b
l’entier naturel m engendrant ['idéal aZ. N bZ, i.e. tel que aZ. N bZ = mZ.
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Proposition 3. Soit (a,b) € Z> et m =aV b. On a a et b divisent m et pour c € Z

alc et ble = mjc

Démonstration. On am € aZ et m € bZ puis ¢ € aZ et ¢ € bZ implique ¢ € aZNbZ = mZ. [

Remarque : Cette propriété justifie 'appellation du plus petit commun multiple. 1l s’agit d’une
équivalence, le sens indirect étant trivial.

Définition 3. Soit (a;)ic[1,n] € Z". On appelle plus grand commun diviseur des a; noté a; A

... N\ ay, Uentier naturel d engendrant l'idéal > a;Z et plus petit commun multiple des a; noté

=1
n

a1 V...V a, Uentier naturel m engendrant [’idéal m a; 2.
i=1

2 Entiers premiers entre eux

’Déﬁnition 4. Deuzx entiers relatifs a et b sont dit premiers entre eux si a Ab = 1.

Théoréme 2 (Théoréme de Bézout). Soit (a,b) € Z*>. On a
aNb=1 < F(u,v)€Z® | au+bv=1

Démonstration. Le sens direct est immédiat d’apreés la relation de Bézout. Réciproquement, on
a aZ + bZ DO 17 = Z et I'autre inclusion étant immédiate, il s’ensuit que a A b et 1 sont des
entiers associés donc égaux. [

Corollaire 1. Soit (a,b,c) € Z*. On a
aNbc=1 <= aANb=1 e aNc=1

Plus généralement, soit (a,by,...,b,) € Z"". On a

aN][bi=1 <= Vie[l;n] aNb; =1
i=1

Démonstration. Supposons a A be = 1. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe (u,v) € Z? tel
que au +bcv =1 dotaAb=1¢et a Ac = 1. Réciproquement, supposons que a Ab =1 et
aAc=1. Tlexiste (u,v) € Z* et (k,() € Z? tels que au+bv = 1 et ak + ¢f = 1. Par suite, on a

au+bv(ak +cl) =1 <= a(u+ bvk) + bevl =1

d’olt a A be = 1. La généralisation se montre par récurrence. O

Corollaire 2. Soit (a,b) € Z* et m, n entiers non nuls. On a

aNb=1 < ad" A" =1

Démonstration. On utilise le corollaire [1. On suppose a A b= 1. On en déduit a A 0™ = 1 puis
a™Ab" = 1. Réciproquement, on a (a x a™ ) A =1 dou aA (V"' xb) =1dotanb=1. O

Corollaire 3. Soit (a,b,c) € Z*. On a
aNb=1 et alc et ble = ablc

Plus généralement, soient ay, . ..,a, dans Z premiers entre eux deux o deux et b € Z. On a

Vie[l;n] a;lb =[] alb
i=1
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Démonstration. Tl existe (k, () € Z? et (u,v) € Z* tels que au +bv =1, ¢ = ka et ¢ = (b. On a
¢ = c(au + bv) = cau + cbv = Labu + kabv = ab(fu + kv)

La généralisation se montre par récurrence. O

Théoréme 3. Soit (a,b) € Z* avec a ou b non nul et d € N*. On a
aNb=d < J(d,V)€Z® | a=dd b=Vd et o ANV =1

Démonstration. Supposons a Ab = d. On a d|a et d|b d’ou l'existence et unicité (d est non nul)
de a’ et V' tels que a = a/d et b = b/d. Puis, d’aprés la relation de Bézout, il existe (u,v) € Z?* tel
que au +bv = d d’ot d'u+ b'v = 1 et d’aprés le théoréme de Bézout, il s’ensuit que o’ AV = 1.
Réciproquement, on a d|a et d|b d’ou d|aAb. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe (u,v) € Z?
tel que a’u + b'v = 1 puis

d=d(du+bv)=au+bv € aZ+bZ = (a \b)Z

ce qui prouve a A b|d. Ainsi, les entiers naturels a A b et d sont associés donc égaux. O

Théoréme 4 (Lemme de Gauss). Soit (a,b,c) € Z®. On a

aANb=1 et albc = alc

Démonstration. 1l existe (u,v) € Z? tel que au+bv =1 et k € Z tel que bc = ka. Par suite, on
a

¢ = (au + bv)c = auc + bve = auc + akv = a(uv + kv)

d’ou le résultat. O

Corollaire 4. Soit (a,b,c) € Z3. On a
aANb=1 = aANbc=alc

Démonstration. Posons d =a Abc. On a a A cla et a A clbc d’ou a A c|d. Puis, on a d|a et d|bc.
Il reste & établir que d|c. 1l existe k € Z tel que a = kd puis, d’aprés le corollaire , comme
bAkd =1, alors bAd = 1 et d’aprés le théoréme de Gauss, comme d|be, alors d|c et par
conséquent d|a A c. Ainsi Les entiers a A be et a A ¢ sont associés et donc égaux.

Variante. Pour établir d|c, on peut aussi invoquer le théoréme de Bézout : il existe (u,v) € Z?
tel que au + bv =1 d’ou

¢ = c(au + bv) = acu + bev € aZ + bcZ = dZ

3 Nombres premiers

Définition 5. Un entier p > 2 est dit premier sl admet comme seuls diviseurs positifs 1 et
lui-méme.

Notations : On note P = {2,3,5,7,11,...} I'ensemble des nombres premiers.
Vocabulaire : Un nombre qui n’est pas premier est dit composé.

Proposition 4. Soit a € Z et p un nombre premier. On a

pta < pAha=1
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Démonstration. On a p A a diviseur de p d’ott p A a € {1,p}. Si p A a = p, alors p|a. Récipro-
quement, si p|a, alors p|p A a d’olt p A a # 1. Par négation, le résultat suit. O

Proposition 5. Soit a € Z, n entier non nul et p un nombre premier. On a

pla <= pla"

Démonstration. Avec le résultat de la proposition précédente et le corollaire 2| on obtient :
plta < pAha=1 <= pAa"=1 < ptad"

d’ou le résultat par négation. O]

Proposition 6 (Lemme d’Euclide). Soit (a,b) € Z* et p un nombre premier. On a

plab = pla ou p|b

Démonstration. On a
ptab <= pAhab=1 <= pAa=1 et pAb=1 <= pfa et ptb

Le résultat suit par négation. O]

Définition 6. Soit n entier non nul et p un nombre premier. On appelle p-valuation de n
Uentier noté vy(n) défini par

vp(n) = max {k € N | p* divise n}

Remarque : L’ensemble {k: € N | p* divise n} est une partie non vide de N puisqu’il contient
0 et majorée car sinon, on peut trouver k entier tel que p* > n et p¥|n ce qui est absurde si n
non nul.

Proposition 7. Soit n entier non nul et p un nombre premier. Il existe a entier non nul premier
avec p tel que

n = pvp(”)a

Démonstration. Par définition de la valuation, on a p*(™|n d’oti existence de a entier non nul
tel que n = p**™a et p { a par maximalité de la valuation d’ott a A p = 1. O

T
Théoréme 5. Soit n entier avec n > 2. Alors, on a n = [[ pj" avec r entier non nul, les p;
i=1
des nombres premiers deuzr & deux distincts et les «; des entiers non nuls. Cette décomposition
est unique a [’ordre pres.

Démonstration. En annexe. OJ

Remarques : (1) Les «; sont les p;-valuations de n.

(2) La décomposition est unique si on ordonne les facteurs premiers dans la décomposition en
produit. On peut donc parler de [a décomposition.

(3) Pour n entier non nul, on peut encore écrire

n = H pvp(n)
peEP

En effet, la famille (vp(n))pep est presque nulle et il s’agit donc d’un produit fini. Si n = 1,
toutes les p-valuations sont nulles.
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Théoréme 6. Soient m et n des entiers non nuls. On a
1. Vp e P vp(nm) = v,(n) + vy(M)

2. min < VpeP vp(m) < vp(n)

Démonstration. 1. Soit p premier. On note n = p®a et m = p’b avec a et b entiers non nuls
tels que p Aa = p A b= 1. Ainsi, on a nm = p**Pab avec p A ab = 1 d’olt p | ab et par suite
vp(nm) = a + B.

2. Si m|n, alors n = km avec k entier non nul et le résultat découle du premier point. Récipro-
quement, on a

n = H pvp(n) — Hpvp(m) X Hpvp(n)fvp(m)

peEP peP peEP
N——
=m eN*

d’ou le résultat. ]

Application : Montrons que /2 est irrationnel. S’il existe a et b entiers non nuls tels que
V2 = %, alors on trouve a? = 2b? puis 2vy(a) = 1 + 2v5(b) ce qui est absurde (un entier pair
égal & un entier impair). La preuve historique ne s’appuie pas sur les valuations. On suppose
lécriture de la fraction irréductible a savoir a et b premiers entre eux. Comme a? = 20, on a
2|a? d’ou 2|a, i.e. a = 2a’ avec a’ entier puis 4a”? = 2b%, ’est-a-dire 2a’* = b* d’ou 2|b* et donc
2|b ce qui contredit le fait que a A b = 1.

-

Corollaire 5. Soit n entier avec n > 2 et n = [[ p;* sa décomposition en facteurs premiers
i=1

avec les oy entiers non nuls. L’ensemble des diviseurs positifs de n noté D,, est

D, = {lelpii Vie[l;r] Bie€][O0; ai]]}

Démonstration. Conséquence immédiate du théoréme précédent.

O
Remarque : On peut aussi écrire pour n entier non nul
Dy, = {H pPNpeP B,e[0; Up(n)ﬂ}
pEP
Théoréme 7. Soient a et b des entiers non nuls avec a = [[ p@ et b = [ p»*® leurs

pEP peEP
décompositions en facteurs premiers. On a

aAb= ] pmine(@)vs®) aVb= ] pme*e@wn®) et (aAb)(aVb)=ab
peEP peEP

Démonstration. Notons ¢ = [] p™n(@w®) ot d = ] pmexe(@®) On utilise 'équivalence
peEP peEP
fournie dans le théoréme [6] On a a A bla et a A blb d’ou

VpeP vp(a Ab) <wvp(a) et v(anb) < uy(b)

et par suite VpeP vp(a A b) < min(vy(a), vp, (b))
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ce qui prouve a A b|c. Puis, comme on a
Vp e P vp(c) < wvpa) et wvy(e) < vy(b)

il s’ensuit c|a et c|b d’oil claAb ce qui prouve que a Ab et ¢ sont des entiers associés donc égaux.
Ensuite, on a ala V b et bla V b d’oit

VpeP vp(a) <wvp(aVvd) et wv,(b) <vylaVb)
puis VpeP max(v,(a),v,(b)) < v,(aVb)
ce qui prouve d|a V b. Par ailleurs, on a
VpeP vp(a) < wvp(d) et v,(b) < vy(d)

d’ou ald et b|d et par conséquent a V b|d et on conclut que d et a V b sont des entiers associés
donc égaux. La derniére égalité résulte de

VpeP min(v,(a), v,(b)) + max(vy(a), v,(b)) = vy(a) + v,(b)

II L’anneau (Z/nZ,+, X)

1 Opérations

Proposition 8. Soit n entier non nul. La relation de congruence modulo n est compatible avec
laddition et la multiplication, 1.e.

V(I,y,u,v)eZ4 {xzu[n] N {x+yzu+v[n]

y=v [n] xy = ww [n]

Démonstration. Soit (k,¢) € Z* tel que x = u + kn et y = v + fn. Par suite
r+y=ut+v+nlk+{) et zy=(u+kn)(v+ln)=uv+n(lu+kv+nkl)

Le résultat suit. O

Définition 7. Soit n entier non nul. On munit Z/nZ des opérations + et X définies par

V(z,y) € Z* T+y=c+ty et TXyY=Ty

Remarque : D’aprés la proposition précédente, ces opérations sont bien définies puisque les
résultats ne dépendent pas des représentants choisis pour chaque classe.

2 Structure

Théoréme 8. Soit n entier non nul. Le triplet (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif de
neutres 0 et 1.

Démonstration. L'ensemble (Z/nZ,+) est un groupe abélien de neutre 0. Soit (z,y,2) € Z3.
On a

puis T1=7 e T(y+2)=aytz=x(y+z)=2y+12=TY+7T2="71yj+I2
Enfin TY =Ty =yYT = Yx

ce qui prouve que la loi X est commutative et compléte les vérifications. O
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Remarque : Sin =1, on a Z/1Z = {0} anneau nul et 1 = 0.

Proposition 9. Soit n entier non nul. L’application ¢ : Z — Z/nZ,x — T est un morphisme
d’anneaus avec Im ¢ = Z/nZ et Ker ¢ = nZ.

Démonstration. Par définition de Paddition et la multiplication dans Z/nZ, application ¢ est
un morphisme d’anneaux. L’image et le noyau coincident avec les notions du morphisme de
groupe d’ou le résultat. ]

Proposition 10. Soit n entier non nul et v € Z. Dans Z/nZ, on a kT = kx pour k € Z et
z* = 2% pour k € N.

Démonstration. Considérant le morphisme d’anneaux ¢ : Z — Z/nZ,x — Z. Pour x € Z, on a
VkeZ kT = ko(x) = o(kv) =kr et VkEN TF = p(z)* = p(zF) = zF

O
Théoréme 9. Soit n entier non nul. On a
U@Z/nZ) = {kk€Z | kAn=1)
Démonstration. Soit k € Z. On a
keUZ/nZ) < HeZ/nZ | ki=1 < HecZ | k=1]n]
<~ 3, q)eZ* | kl+ng=1
Le résultat suit d’aprés le théoréme de Bézout. O

Remarques : (1) Les inversibles de 'anneau Z/nZ sont les générateurs du groupe (Z/nZ, +).
(2) On peut aussi écrire pour n entier non nul

U(Z/nZ) = {k,ke[1l;n] | kAn=1}

Exemple : Avec l'algorithme d’Euclide, on peut déterminer un inverse dans Z/nZ. On a
14 € U(Z/37Z). Puis, on trouve

37T=14x2+9 14=9x1+5 9=5x1+4 5=4x1+1
d’ou 1=5—-4x1 4=9-5x1 5=14—-9x1 e 9=37T—14x2
et
1=(14-9%x1)—(9-5x1)x1=(14—(37—14%x2))—(37T—14x2— (14— (37—14x2) x 1) x 1
d’ou 1=-3x37T+8x14

et par conséquent 4 '=38

Corollaire 6. Soit p entier non nul. On a

Z|pZ est un corps <= p est premier

Démonstration. L’anneau @/Z est nul et n’est donc pas un corps. On suppose p > 2. On
rappelle I'égalité Z/pZ = {k, kel0;p— 1]]} On a

Z/pZ corps <= U(Z/pZ)=7/pZ~ {0} <= Vke[l;p—1] kAp=1 <= p premier
]

Notation : Pour p un nombre premier, on note F, le corps Z/pZ.
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3 Théoréme chinois (ou des restes chinois)

Soient m et n des entiers non nuls. Pour k € Z, on note respectivement k, K et k les classes
d’équivalence de k dans Z/mnZ, Z./mZ, et Z/nZ.

Théoréme 10. Soient m et n des entiers non nuls. Si m et n sont premiers entre eux, alors
Uapplication

Z/mnl — Z/mZ X ZL/nZ
T _ .
Eooe (& k)

est un isomorphisme d’anneauz.

Démonstration. Soit (k,f) € Z?. L’application 7 est bien définie car
k=l¢lmn] = k={l[m] et k=/{[n]
Ainsi, pour z € Z/mnZ, on choisit € £ N [0; mn — 1] et on peut définir 'application
Tz (T, 1)
le choix de 2 comme représentant de T étant sans incidence d’aprés la remarque préliminaire.
On a 7(1) = (1,1) puis sans difficulté

mk+0) =nk+0)=...=xn(k)+r{)
et m(kl) = 7(kl) = ... = 7(k)m(f)
Enfin 7(k)=(0,0) <= k=0[m] et k=0[n] < kemZNnZ

Or, on sait m An =1 d’ou m Vn =mn et on obtient

keKerm < kemnZ <— k=0

Enfin, avec I'égalité  Card Z/mnZ = mn = Card Z/mZ x Card Z/nZ
on conclut que 7 est bijectif et qu’il s’agit donc d’'un isomorphisme. O
. ) . r =a [m) L ,
Application : Résolution de b ] avec m An = 1. De maniére équivalente, on résout
r=bin
7(z) = (@,b) = a(1,0) + b(0,1)
D’aprés la relation de Bézout, il existe (u,v) € Z?* tel que um + vn = 1 et on remarque
r(wm) = (0,1) et =(wn) = (1,0)
L’ensemble des solutions est donc {avn + bum + kmn, k € Z}.
x =2 [14]
x =5 [37]
On trouve {2Xx —3x37T+5x8x 14+ kx14x 37,k € Z}

Exemple : Résolution de {

Remarque : Avec la relation de Bézout, il existe (u,v) € Z? tel que um +vn = 1 et on a
remarqué

A~ .

r(wm) = (0,1) et =(vm) = (1,0)
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puis 7(avn + bum) = ar(TR) + br(wm) = (@, b)

Ceci prouve la surjectivité de 7 et par égalité des cardinaux, on pourrait conclure a la bijectivité
de 7 sans passer par l'injectivité ou aussi conclure uniquement avec injectivité et surjectivité.

Théoréme 11. Soient ny,...,n, des entiers non nuls premiers entre eux deux & deur et n =
r 3 o o
[I;_, ni. L’application

Z/nZ — []Z/n:Z

T =1
Bl (R, Fin)

est un isomorphisme d’anneaus.

Démonstration. On procéde par récurrence sur r. Le cas r = 1 est trivial. Supposons le résultat
vrai au rang 7 — 1 > 1. D’aprés le corollaire [1} on a
r—1
Vie[l;r—1] n.An;i=1<<= n,AN[[n; =1
i=1
r—1
On applique alors le théoréme chinois avec [[ n; et n, et I'hérédité suit. O]
i=1

Corollaire 7. Soient m et n des entiers non nuls. Si m et n sont premiers entre eux, alors on
a lisomorphisme de groupes multiplicatifs

U(Z/mnZ) ~U(Z/mZ X Z/nZ) = U(Z/mZ) x U(Z/nZ)

Démonstration. La derniére égalité résulte du théoréme sur les inversibles d’un produit d’an-
neaux. Le morphisme d’anneaux 7 envoie un inversible sur un inversible d’ou
m(U(Z/mnZ)) C U(Z/mZ x Z/nZ)
De méme, comme Papplication réciproque 7! réalise un isomorphisme d’anneaux de Z/mZ x
Z/nZ sur Z/mnZ, on obtient
7 Y U(Z/mZ x Z/nZ)) C U(Z/mnZ)

Ainsi, notant 7* : U(Z/mnZ) — U(Z/mZ x Z/nZ), k — = (k) et (771)* : U(Z/mZ x Z/nZ) —
U(Z/mnZ), (Z,y) — 7 1(Z,9), ces applications sont bien définies avec 7* o (771)* = id et
(771)* o m* = id d’ou 7* bijective. Enfin, c’est un morphisme de groupes multiplicatifs par
héritage du morphisme d’anneaux et c’est donc un isomorphisme de groupes. O

Corollaire 8. Soient nq,...,n, des entiers non nuls premiers entre eur deux ¢ deux et n =
s 9. . . . .
[T;=; ni. On a Uisomorphisme de groupes multiplicatifs

U(Z/nZ) ~ U(iri[1 Z/niZ) = H1 U(Z/nZ)

1=

Démonstration. On procéde par récurrence sur r. Le cas r = 1 est trivial. Supposons le résultat
vrai au rang » — 1 > 1. D’apres le corollaire |1, on a
r—1
Vie[l;r—1] n.An;=1<<= n.AN[[n; =1
i=1
r—1
On applique alors le corollaire précédent avec [] n; et n, et 'hérédité suit. O]
i=1
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4 Indicatrice d’Euler, applications

Définition 8. On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction ¢ : N* — N* définie par
Vn € N* pn)=Card {ke[l;n] | kAn=1}

Remarque : Pour n entier non nul, ¢(n) est égal au nombre de générateurs du groupe
(Z/nZ,+) ou encore p(n) = Card U(Z/nZ). En particulier, on a ¢(1) = 1 et ¢(n) > 2 pour
n >3 puisquona lAn=(n—-1)An=1

Théoréme 12. Soit p un nombre premier et a entier non nul. On a

¢<pa) — pa _ pa—l

Démonstration. Soit k € [1; p*]. On a
EAp*#1 <= kAp#1 < plk < ke {p2p,...,p* 'p}

Le résultat suit. O

Théoréme 13. Soient m et n deux entiers non nuls premiers entre euz. Alors

p(mn) = p(m)p(n)

Démonstration. Conséquence du corollaire O
Corollaire 9. Soient nq, ..., n, des entiers non nuls premiers entre eur deux & deuz. Alors
T T
e [Ini) = 11emn)
i=1 i=1
Démonstration. Conséquence du corollaire []

Remarque : On peut aussi I’établir par récurrence a partir du théoréme [13|

T

Théoréme 14. Soit n entier avec n > 2 se décomposant en n = [[ pi" avec les p; des nombres
i=1

premiers deuz o deux distincts et les a; des entiers non nuls. On a

p(n) = nlljl (1 — l)

Di

Démonstration. Pour (i,7) € [1; r]* avec i # j, on a p; Ap; = 1 (puisque p; A p; € {1,p;} N
{1,p;}) dou pi* Ap;? = 1. D’apres le corollaire @ et le théoréme , il vient

ot = ¢ () = oty = 11 e (1- 1))

Di
Le résultat suit. O

Théoréme 15 (Théoréme d’Euler). Soit a € Z et n entier non nul avec a An = 1. Alors

a*™ =1 [n]

Démonstration. On aa € U(Z/nZ) et p(n) est 'ordre du groupe U(Z/nZ). Le résultat suit. [

Remarques : (1) En particulier, si p premier, on a ¢(p) = p—1 et on retrouve le petit théoréeme
de Fermat : si a Ap = 1, alors a?~! = 1 [p] et pour tout a € Z, a? = a [p] (le résultat vaut
toujours si pla car p|a” dans ce cas). Ce résultat est faux en général si p n’est pas premier : on
adt=1=#3[4].

(2) Le résultat du théoréme d’Euler est faux en général si a An # 1. Dans Z/47Z, on a p(4) = 2
puis 22 =0 # 1 [4]. On voit aussi 23 = 0 # 2 [4] donc on n’a pas non plus a¥™*! = qa [n].
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IIT Fonctions multiplicatives (hors-programme)

1 Définitions

’Déﬁnition 9. Une fonction arithmétique est une fonction f : N* — C.

Définition 10. Une fonction arithmétique f est dite multiplicative s¢
— VY(m,n) € (N*)2 mAn=1= f(mn)= f(m)f(n).

Exemples : 1. La fonction indicatrice d’Euler ¢ est multiplicative d’apreés le théoréme chinois.
2. La fonction p de Mébius :

1 sin=1
Vn € N* p(n) =< (=1)"  sin est le produit de r nombres premiers distincts
0 sinon

Si n ou m est égal 4 1 ou si n ou m contient des facteurs carrés, alors p(nm) = p(n)u(m).
Supposons n et m distincts de 1 et respectivement produits de r et s nombres premiers distincts.
Sin Am =1, alors nm est le produit de r + s nombres premiers distincts d’ou

plnm) = (=1 = (=1)"(=1)" = p(n)pu(m)

Définition 11. Une fonction arithmétique f est dite complétement multiplicative si
— Y(m,n) € (N*)?  f(mn) = f(m)f(n).

Exemples : 1. Les fonctions puissances n — n* avec k entier sont complétement mutliplicatives.

> vp(n)

2. La fonction A de Liouville avec A : n +— (—1)P<F lest aussi.

2 Convolution

Définition 12. La convolution de Dirichlet de deux fonctions arithmétiques f et g est la fonc-
tion notée f x g définie par

neN  (fro)m) = Sf@g (2)

din

Proposition 11. Soient f, g, h des fonctions arithmétiques. On a

Vn € N* (fxg)(n)= > f(a)g(b)

(a,b)e(N*)2, ab=n

et vne N ((f*g)*h)(n) = > f(a)g(b)h(c)

(ab,c)e(N*)3, abc=n

Démonstration. Soit n € N*. On note C, = {(a,b) € (N*)2, ab = n}. L’application D,, —
Cn,d — (d,n/d) réalise une bijection d’ou
n

> (G Fla)g(b)

) a (a,b)e(N*)2, ab=n

puis
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((f*g)*h)(n) = > (f * g)(d)h(c)

(d,c)€(N*)2, de=n

- =

(d,c)e(N*)2, de=n ((a,b)E(N*)Q,abd

f(a)g(b)h(C)) = 2 f(a)g(b)h(c)

(a,b,c)e(N*)3 . abc=n
O

Théoréme 16. L’ensemble des fonctions arithmétiques muni des lois + et x posséde une struc-
ture d’anneau commutatif intégre avec pour neutre 6 = Ly,

Démonstration. Les lois + et * sont des lois de composition interne sur ’ensemble des fonc-
tions arithmétiques. D’aprés les égalités établies dans la proposition précédente, la loi * est
commutative et associative. Soient f et g dans A avec f # 0 et g # 0. On pose

no= Min{n € N| f(n) 20} et n; = Min {n € N| g(n) # 0}

Il vient
non
(f*g)(non) = X f(d)g ("0
dnom ! non non
= > fag (F5) = 5 g (F5) = fno)g(m) #0
d|non1, d>ng, non1/d2n1 d\nonl,d:no
d’ou I'intégrité. Les autres propriétés se vérifient sans difficulté. O

Proposition 12. Soit i la fonction de Mdbius. Notant 1 la fonction arithmétique constante
égale a 1, on a

Txpu=20

Démonstration. On a clairement (1 % p)(1) = 1. Pour n > 2, notant r le nombre de facteurs
premiers de n avec r > 1, pour d|n, soit d admet un facteur carré et dans ce cas u(d) = 0, sinon
d est le produit de k termes pris parmi les r facteurs premiers de n et dans ce cas pu(d) = (—1)*.
Il s’ensuit

(L o) = Spld) = 3 () (1) = (1= 1 =0

k=0

d’ou le résultat. ]

Théoréme 17 (Inversion de M&bius). Soit f une fonction arithmétique et g = f*1. On a

J=gxu

Démonstration. Par associativité de %, on a

f=Fxd0=FxMxp)=(*1)xp=gxp
O

Exemple : On peut établir > o(d) = n pour n € N* ce qui équivaut a 1 = id . Par inversion
dln
de Mé6bius, on en déduit ¢ = id *u, c’est-a-dire
n
Vn € N o(n)=>p <E) d

dn
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Proposition 13. Soient m et n dans N* premiers entre eux. L’application
{Dn X Dy — Don
(dl,dg) — d1d2

réalise une bijection de D, X D,, sur D,,,.

Démonstration. L’application est bien définie : si di|n et da|m, alors dids|mn. Soient (d;, ds),
(dy,dy) dans D,, x D,, tels que didy = did). On a d;|dyd}, et dy A dy =1 puisque d; Am =1 et
dy|m. D’aprés le lemme de Gauss, il s’ensuit d;|d] et de méme ds|d,. Par symétrie des roles, on
obtient que d;, d} sont des entiers associés donc égaux et de méme avec dy, d,, d’ott I'injectivité
de 7. Soit d € D,,,,. On pose d; = dAn et do =dAm. On a di|n et do|m et comme n Am = 1,
alors d; A dy = 1. De plus, on a d;|d et ds|d d’ott dyds|d. Puis, d’aprés la relation de Bézout, on
dispose de a, b, u, v dans Z tels que

dy = ad+ bn dy = ud +vm

d’ou dyds = d(aud + avm + bu) + mnbv

Or, on a d|mn d’ou d|dids et par conséquent, les entiers d et djds sont associés donc égaux.
Ainsi, Papplication 7 est surjective et on conclut & sa bijectivité. O

Remarque : On pourrait aussi utiliser la décomposition en facteurs premiers de m, n et mn
et la description de I'ensemble de leurs diviseurs fournie par le corollaire

Théoréme 18. Soient f et g deuzr fonctions multiplicatives. Alors la fonction f * g est multi-
plicative.

Démonstration. Soient m et n dans N* premiers entre eux. On a
mn

(f - g)mm) = 5> fldyg (“)

D’apres la bijectivité de 'application 7 de la proposition précédente, il vient

(Framm)= % fad)e (5

(d1,d2) €Dy X Dy dy da
Les entiers m et n étant premiers entre eux, leurs diviseurs respectifs le sont également et par

suite
n

(fxg)mn) = > fld)f(d2)g <—>g(m>

(d1,d2) €Dy XDy dy do
n

_ (Z| f(dl)g<d1>) (z f<d2>g(§2)) — () (m)( * 6)(m)

da|m

3 Séries de Dirichlet

Définition 13. Soit f une fonction arithmétique. On appelle série de Dirichlet de la fonction

f la série Y f(n)

n>1 ns

avec s réel.

Pour f une fonction arithmétique, on définit son abscisse de convergence notée A.(f) par

A.(f) = inf {s eER| f(n) converge absolument}
nS

n=1

avec la convention inf @ = +00.
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Proposition 14. Soit f une fonction arithmétique. Si s > A.(f), alors la série ZLT;)

n=>1 n

converge absolument.

Démonstration. Soit s > A.(f). Par caractérisation de la borne inférieure, on dispose de t tel

que A(f) <t <set ), ()

n>1

converge absolument. Or, on a

f@ = o (f(?:))

d’ou le résultat par comparaison. O

Théoréme 19. Soient f et g des fonctions arithmétiques d’abscisses de convergences finies.

On a

Vs > max(Ac(f), Aclg))  Lyug(s) = Ly(s)Ly(s)

Démonstration. Soit s > max(A.(f), A:(g)). Pour n € N*, onnote C,, = {(a, b) € (N*)*, ab = n}

La famille (Cy,)nen- constitue une partition de (N*)?. D’aprés le théoréme de Fubini, la famille

(f(a) g(b)

a® b >(a,b)e(N*)2
Loy = 5 L0 S o) = Ly (s)

(a,b)(N*)? (ab)® n=1M1" (a,b)eC,

est sommable. Par sommation par paquets, il vient

Théoréme 20. Soit f une fonction multiplicative d’abscisse de convergence finie. On a

Vs > A(f)  Lg(s) =11 (f(%j))

peEP k=0 p

FEsquisse de preuve. Soit N entier > 2. On note {p € P,p < N} = {p1,...,p,} avec r qui dépend

de N . On peut établir
(£ g, (5)

peP \k=0 P N=+00 pep p<N k=0 P

Puis

I1

pEP,p<N

<+<>0ka)> _ o f)) ! <‘Hlpf_i> ()
(k

7
Z k . - r s
k=0 P Lok )ENT =1 Pj (K1 ... iy )ENT ( pl@) neNy 1°
[
i=1

avec Ny les entiers ayant des facteurs premiers < N. Enfin pour n entier non nul, on peut
trouver N assez grand tel que n € Ny et la somme indexée par Ny tend vers une somme

indexée par N
[ (B0) = 5 S0 50

k
peP k=0 P s N—=+00 ey n? n=1 N°
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Théoréme 21. Soit f une fonction complétement multiplicative d’abscisse de convergence finie.

On a

1
Vs > A.(f Ls(s) = —
(f) f( ) ple_L L F(p)
pS
k k
FEsquisse de preuve. Soient s > A.(f) et p € P. Les termes <f(p)> = {(f)) sont issues de la
p’ Pr)?
k
suite (%) d’ott la convergence absolue de <%> puis
n>1

]
1_ flp) =\ p

'
On conclut avec 1’égalité du théoréme précédent.
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Annexe

T
Théoréme 5. Soit n entier avec n > 2. Alors, on a n = [] pj" avec r entier non nul, les p;
i=1
des nombres premiers deuzx a deux distincts et les o; des entiers non nuls. Cette décomposition
est unique a [’ordre pres.

Démonstration. Pour l'existence, on procéde par récurrence forte sur n. Le cas n = 2 est
immeédiat. Supposons le résultat vrai jusqu’a 'entier n > 2 fixé. Si n + 1 est premier, on a le
résultat. Sinon, 'entier n+1 admet un diviseur strict premier p et notant n+1 = pk avec k > 2,
on applique I’hypothése de récurrence a l'entier k. L’existence suit par principe de récurrence.
Supposons qu’on dispose de deux décompositions de n > 2

T S
n=[Ip"=1l4q’
i=1 j=1

avec r, s entiers non nuls, les p; et ¢; des nombres premiers deux & deux distincts et les a; et f3;

S
entiers non nuls. Soit ¢ € [1; 7]. On a p;| [] ¢;7 d’ott, d’apres le lemme d’Euclide, I'existence

7=1

de j €[1; s] tel que pi|qu et d’out p;|g; par primalité de p;. Comme g; est également premier,
il s’ensuit p; = ¢;. L’indice j correspondant a ¢ est unique puisque les nombres premiers g;
intervenant dans la décomposition sont deux a deux distincts. Ainsi, pour i € [1; 7], il existe
un unique j € [1; s] tel que p; = g; On dispose d’une injection de [1; r] dans [1; s] d’ou
r < s et par symétrie des roles, on trouve r = s. Les facteurs premiers intervenant dans
chacune des décompositions sont donc les mémes et en méme nombre. Enfin, pour i € [1; 7]
et j € [1;r]~{i},onap; Ap;=1doup Ap; =1 puis

pi AT pszl
jel1irIn{i}

D’aprés le lemme de Gauss, il s’ensuit p;" pf d’ou a; < f; puis «; = ; par symétrie des roles
ce qui clot 'unicité. O
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