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Feuille de révisions n°1

Exercice 1 (**)

Véri�er l'existence puis calculer
∫ +∞

0

ln

Å
1 +

1

t2

ã
dt

Exercice 2 (**)

Soit n entier non nul, a0, . . . an−1 des complexes et

J =


0 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . . . . 0 1
1 0 . . . . . . 0

 A =

â
a0 a1 . . . an−1

an−1 a0 . . . an−2

an−2 an−1 . . . an−3

...
...

...
a1 . . . an−1 a0

ì
1. Déterminer Jk pour k ∈ [[ 0 ; n ]].
2. Montrer que la matrice J est diagonalisable dans Mn(C) et préciser son spectre.
3. En déduire detA.

Exercice 3 (**)

Montrer que la limite uniforme d'une suite de fonctions uniformément continues dé�nies sur un
intervalle I est elle-même uniformément continue.

Exercice 4 (**)

On pose ∀(n, k) ∈ N∗ × N Sn,k = Card

®
(i1, . . . , in) ∈ Nn |

n∑
j=1

ij = k

´
1. Préciser S1,k puis justi�er Sn,k =

k∑
i=0

Sn−1,k−i

2. Déterminer un majorant simple de Sn,k et en déduire le rayon de convergence de la série
entière

∑
Sn,k x

k.

3. Calculer
+∞∑
k=0

S1,k x
k,

+∞∑
k=0

S2,k x
k puis conjecturer une formule pour

+∞∑
k=0

Sn,k x
k que l'on dé-

montrera.
4. En déduire une expression de Sn,k.

Exercice 5 (**)

Soit E euclidien de dimension n entier non nul, B base orthonormée de E et (x1, . . . , xn) ∈ En.

1. Établir |detB(x1, . . . , xn)| ⩽
n∏

k=1

∥xk∥

2. Étudier le cas d'égalité.
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Exercice 6 (***)

Soit E = R[X] muni du produit scalaire ⟨P,Q⟩ =
+∞∑
n=0

anbn avec P =
+∞∑
n=0

anX
n, Q =

+∞∑
n=0

bnX
n et les

suites réelles (an)n et (bn)n presque nulles. On pose

∀P ∈ E φ(P) =
+∞∑
n=0

an
2n

et H = Ker φ

Comparer H̄ et (H⊥)⊥.

Exercice 7 (****)

Soit E un evn, X une partie compacte non vide de E et f : X → X telle que

∀(x, y) ∈ X2 ∥f(x)− f(y)∥ ⩾ ∥x− y∥
1. Soit a ∈ X. Montrer que a est valeur d'adhérence de (un)n dé�nie par u0 = a et un+1 =

f(un).

2. Montrer que f est une isométrie, i.e.

∀(x, y) ∈ X2 ∥f(x)− f(y)∥ = ∥x− y∥

3. Montrer que f est une bijection de X sur X.

Exercice 8 (**)

Soit (Ω,A ,P) espace probabilisé et (Xn)n⩾1 une suite de variables aléatoires indépendantes de

loi uniforme sur {−1, 1}. On pose Sn =
n∑

i=1

Xi pour n entier.

1. Préciser E(Sn) et V(Sn) pour n entier.

2. Établir ∀n ∈ N E(|Sn|) ⩽
√
n

3. Montrer ∀k ∈ [[ 0 ; n ]]
2k

2n

(
2n
n+k

)
=

(
2n−1
n+k−1

)
−
(
2n−1
n+k

)
On utilisera la convention

(
n
k

)
= 0 pour k > n.

4. En déduire une expression simple de E(|S2n|) puis un équivalent lorsque n → +∞.

Exercice 9 (**)

On pose pour n entier non nul et x > 0

un(x) =
n!

n∏
k=1

(x+ k)
Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt In(x) =

∫ n

0

tx−1

Å
1− t

n

ãn
dt

1. Justi�er que Γ(x) est bien dé�nie pour x > 0 avec Γ(x) > 0.

2. Montrer ∀x > 0 In(x) −−−→
n→∞

Γ(x)

3. Établir ∀(n, x) ∈ N∗ × ] 0 ; +∞ [ In(x) =
nxun(x)

x

4. Montrer ∀x > 0 Γ(x)Γ

Å
x+

1

2

ã
=

2
√
π

4x
Γ(2x)
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