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Feuille d’exercices n°83

Exercice 1 (**)

Soit I un idéal d'un anneau commutatif (A, +, x). On définit le radical de I noté R(I) par
RO ={reA|IkeN : 2Fel}
1. Montrer que R(I) est un idéal de A contenant I.

2. On suppose A = Z. Déterminer 'ensemble des entiers n non nuls tels que R(nZ) = nZ.

Corrigé : 1. On a 0 € R(I) puisque 0! = 0 € 1. Soit (z,y) € R(I)2. 1l existe des entiers non nuls
n et m tels que 2" € I et y™ € I. On rappelle que dans un anneau, on a (—y)* = (—1)¥y* pour
tout k entier. Puis
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par absorption, les expressions précédentes ayant du sens puisque k —n > 0 pour kK > n et
n —k > 0 pour k < n. Comme l'idéal T est sous-groupe de (A,+), on en déduit (z —y)"™™ € 1
d’ot z — y € R(I). Enfin, pour (z,a) € R(I) x A et n entier non nul tel que z" € I, on a
(ra)® = z™a™ € 1 par absorption et pour y € I, on a y' =y € I d’ou

Le radical R(I) est un idéal de (A, +, x) contenant I.

,

2. On a clairement R(Z) = Z. Soit n entier avec n > 2 tel que R(nZ) = nZ. On note n = [] p"
i=1

avec les p; premiers deux a deux distincts et les «; entiers non nuls. S’il existe un «; > 1, par

,
exemple a; > 2, on pose z = p* [ p®. On a n { x mais n|z? puisque
i=2

a1<2(a1—1) <— 2< o
Par conséquent, on aurait R(nZ) # nZ. 1’égalité supposée implique donc que n est sans facteur

T
carré. Supposons n = [] p;. Soit x € R(nZ) et k entier non nul tel que n|z*. Il s’ensuit p;|z”
i=1

puis p;|x pour tout i € [1; r] d’ou [] p;|x. On conclut
i=1

Les entiers n non nuls tels que R(nZ) = nZ sont ceux sans facteur carré.

,
Variante : Notant n = [] p;" avec les p; premiers deux a deux distincts et les a; entiers non
i=1

.

nuls, on peut aussi établir R(nZ) = <Hp,> Z. Soit x € R(nZ). On dispose de k entier non

i=1
.

nul tel que n|z*. Comme les p; divisent n et qu’ils sont premiers entre eux, alors [] p; divise n
i=1



'
d’ott une premiére inclusion. Réciproquement, si z = m [ p; avec m entier, alors 2* € nZ avec
i=1
k= I\E[ax]] «; ce qui prouve l'autre inclusion. Enfin, si on a aZ = bZ avec a, b entiers naturels,
€[l

alors a et b sont associés et comme ce sont des entiers naturels, il sont égaux. On a donc I'unicité
d’'un générateur entier naturel d'un idéal de Z. On retrouve le résultat précédent.

Exercice 2 (***)

On note D:{%, (p,n)EZxN}
I'ensemble des nombres décimaux.

1. Montrer que D est un sous-anneau de (Q, +, x).

2. Montrer que les idéaux de (D, 4, x) sont de la forme aD avec a € D.

1
Corrigé : 1. Ona 1l = 100 € D. Pour (z,y) € D?, on a x = % et y = H)im avec (p,q,m,m) €
Z? x N? puis
p g _ 10mp+10"¢g P q pq
- 2 = cD et =—— = eD
S TRV 10nm T Ton10m T 10mm
Ainsi [’ensemble D est un sous-anneau de (Q, +, x).

2. Soit I un idéal de (D, +, x). Comme I et Z sont des sous-groupes de (DD, +), alors INZ a
une structure de groupe donc est un sous-groupe de de (Z,+). Ainsi, il existe a € N tel que
INZ = aZ. Comme a € I, on a par absorption alD C I. Réciproquement, soit x € I, il existe n
entier tel que 10"x € Z et par absorption 10"x € INZ = aZ d’ou 10"x = ap avec p € Z et donc
x € alD. On conclut

Pour tout idéal I de (D, +, x), il existe a € D tel que I = aD.

Exercice 3 (***)

Soit (A, +, X) un anneau intégre. On suppose que cet anneau n’a qu'un nombre fini d’idéaux.
Montrer que (A, +, X) est un corps.

Corrigé : Soit x € A~ {04}. La famille d’idéaux (z"1I),, est finie donc il existe des entiers p < ¢
tel que 2PA = z7A. Par suite, il existe a € A tel que 2P = 2% d’ou 2P(15 — 29 Pa) = 04. Par
récurrence, comme x # 0x, on montre xP # 0 par intégrité puis on trouve z9Pa = 1, d’ou
xx? P tq = 1,. Ainsi, tout élément non nul de A est inversible et on conclut

Le triplet (A, +, X) est un corps.

Exercice 4 (***)
Soit n € N qui n’est pas un carré. On pose

A={a+byn,(a,b) €Z?} et C={a+pVn,(a,p)cQ?}
1. Montrer que (A, +, X) est un anneau et que C est son corps des fractions.

2. Déterminer tous les automorphismes du corps (C, +, X).



Corrigé : 1. Ona 1 =1+ 0y/n € A. Pour (a,b) et (c,d) dans Z?, il vient
a+byn—(c+dyn)=a—c+(b—d)y/neA
et (@ + by/n)(c+ dy/n) = ac+ bdn + (bd + ac)y/n € A

ce qui prouve que A est un sous-anneau de (R, +, x). Le corps des fractions de A est défini par
U
D= {—,(u,v) €A x A\{O}}
v

On a clairement C C D. Soit u = a + b\/n et v = ¢ + d/n avec (a,b), (c,d) dans Z* et v # 0.
En multipliant par la quantité conjuguée, on trouve

(c+ dy/n) (c — dy/n) = ¢ — nd?
Supposons ¢ —nd? = 0. Si d = 0, alors ¢ = 0 ce qui est exclu car ¢+ dy/n # 0. ainsi, on a d # 0
et ctdy/n = 0 ce qui prouve que /n est rationnel ce qui est faux puisque n n’est pas un carré.
c
En effet, si on a avait /n = * —on aurait nd*> = ¢ d’ou vy(n) + 2v,(d) = 2v,(c) pour p un
nombre premier présent dans la décomposition de n avec une valuation impaire. Ainsi

E:a—l—b\/ﬁ: (a+ by/n)(c — dy/n) :ac—bdn+ bc_ad\/ﬁEC
v c+dyn 2 — nd? 2 —nd> ¢ —nd?

On conclut Le triplet (A, +, X) est un anneau et C son corps des fractions.

2. Soit ¢ : C — C un morphisme de corps. On a tout d’abord (1) = 1. Par morphisme, il vient
o(k) = k(1) = k pour tout k € Z. Pour (p,q) € Z x N*, on a

@ <q§> =o(p) =p=qyp (g)

d’ou VreQ o(r)=r
Ainsi, pour (a, ) € Q?, il vient

p(a+ By/n) = a+ Bp(v/n)

et n=pn) =¢(Vn') = (e(Vn)" = ¢(/n)€{-vn v}

Soient (av, 8) et (A, p) dans Q? tels que o + By/n = A+ puy/n. On a a — XA = (p — B)y/n. Si
pu— B # 0, alors y/n est rationnel ce qui est faux d’ott § = p et @ = \. Par conséquent, 1'écriture
d’un élément de C est unique. Pour ¢ € {—1,1}, on peut donc définir

. C — C
{a+ﬁ\/ﬁ»—>a—|—eﬁ\/ﬁ

Sans difficulté, on vérifie que ¢ est un morphisme de corps et méme un automorphisme de corps.
On conclut

Les automorphismes du corps C sont I'identité et la conjugaison o + 5v/n — a — S/n.

Remarque : On note habituellement C = Q[/n]. On a déterminé ici le groupe de Galois
Gal(Q[v/n]/Q), ensemble des automorphismes du corps Q[v/n] qui stabilisent le corps Q. Dans
ce cas trés simple, on a obtenu Gal(Q[/n]/Q) ~ Z/2Z.



Exercice 5 (***)

Un idéal I d’un anneau commutatif (A, +, X) est dit premier si
Ve,ye A zyel = zxz€l ou yel

1. Décrire les idéaux premiers de (Z, +, x).

2. Montrer que si ’anneau (A, +, X) est commutatif et si tous ses idéaux sont premiers, alors
(A, +, X) est un corps.

Corrigé : 1. Soit I idéal premier de (Z,+, x). On suppose I # {0} sinon c’est immédiat par
intégrité de Z. 1l existe p entier non nul tel que I = pZ. Si p = ab avec a et b > 1, alors ab € pZ
et a ¢ pZ, b ¢ pZ. On a donc nécessairement p premier. Supposons p premier. Soient a et b dans
Z tels que plab. D’aprés le lemme d’Euclide, on a pla ou p|b ce qui prouve que I est un idéal
premier. Ainsi

Les idéaux premiers de (Z, +, x) sont exactement les pZ avec p € P.

2. L’idéal trivial {0} est premier d’ou lintégrité de (A, +, x). Soit z € A \ {0}. L’idéal z2A
est premier et 2 € z2A d'ott x € %A ce qui prouve qu’il existe y € A tel que z = 2%y, i.e.
z(zy — 1) = 0 et par intégrité xy = 1 puisque x # 0. Tout élément non nul de A est inversible
et on conclut

’Un anneau commutatif dont tous les idéaux sont premiers est un COI”pS.‘

Exercice 6 (***)

Soit (A, +, X) un anneau commutatif. On dit que I'anneau (A, +, x) est local si ’ensemble V(A)
de ses éléments non inversibles est un idéal de anneau. Soit n entier > 2. Etablir

(Z/nZ,+, x) local <= 3J(p,a) € P x N* | n=p°
Corrigé : On suppose n = p® avec p nombre premier et o entier non nul. Soit k£ € Z. On a

keUZ/nZ) < kAn=1 <= kAp*=1 < kAp=1
d’ott k¢ UZ/nZ) < kAp#1 < plk

Ainsi V(Z/nZ) = (p)

C’est un sous-groupe de (Z/nZ,+) qui vérifie la propriété d’absorption sans difficulté. On pro-
céde par I'absurde pour la réciproque. Supposons qu’il existe p et ¢ nombres premiers distincts
diviseurs de n. OnanAp=p # letnAqg=q # 1 dou p et ¢ non inversibles. D’apreés la
relation de Bézout, comme p A ¢ = 1, il existe u, v entiers relatifs tels que pu + qv =1 d’ou

1=up+vg € V(Z/nZ)

d’apres la structure de groupe de (V(Z/nZ),+). Or, I'élément 1 est clairement inversible et on
a donc une contradiction. On conclut

(Z/nZ,+, x) local <= 3(p,a) € P x N* | n = p®




Exercice 7 (***%*)

Déterminer les endomorphismes du corps (R, +, x).

Corrigé : Soit f : R — R un morphisme de corps. On a tout d’abord f(1) = 1. Par morphisme,
il vient f(k) = k pour tout k € Z. Pour (p,q) € Z x N*, on a

f <q§> =flp)=p=4qf (g)

d’ou VreQ f(ry=r

Pour z > 0, on trouve flx)=f ((\/5)2) = (f(VT))’ =0
Ainsi, pour (z,y) € R? avec z < y, il vient

fy) = flx)=fly—=x) 20
ce qui prouve que l'application f est croissante. Enfin pour z réel et ¢ > 0, par densité de Q dans

R, on peut trouver des rationnels a et b tels que a < x < bet b —a < e. Ainsi, par croissance de
f, il vient

a= f(a) < f(z) < fb)=0b
d’ou —(b—a)< f(x)—x<b—a
Ainsi Ve >0 |f(x) —z| <e

ce qui prouve f(z) = z. On conclut

L’unique endomorphisme du corps (R, +, x) est I'identité.




