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Exercice 1 (*)

Soient P1, . . . ,Pn dans K[X].

1. Montrer que l'intersection
n⋂

i=1

Pi K[X] est un idéal de (K[X],+,×). On appelle plus petit

commun multiple des Pi le polynôme unitaire ou nul noté P1 ∨ . . . ∨ Pn engendrant cet
idéal.

2. Justi�er que le ppcm des Pi est multiple de chacun des Pi et montrer pour P ∈ K[X]

∀i ∈ [[ 1 ; n ]] Pi|P =⇒ P1 ∨ . . . ∨ Pn|P

Exercice 2 (**)

Soit A ∈ Mn(K) une matrice diagonale avec A = diag(A1, . . . ,Ar) et Ai ∈ Mmi
(K) pour

i ∈ [[ 1 ; r ]]. Déterminer χA en fonction des χAi
et πA en fonction des πAi

.

Exercice 3 (***)

Soit n entier ⩾ 2. Pour σ ∈ Sn, on pose Mσ =
(
δi,σ(j)

)
1⩽i,j⩽n

∈ Mn(R) et fσ ∈ L (Rn) l'applica-

tion dé�nie par

∀j ∈ [[ 1 ; n ]] fσ(ej) = eσ(j)

avec C = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn.

1. Soit σ ∈ Sn. Que représente Mσ pour l'endomorphisme fσ ? Justi�er que la matrice Mσ

est orthogonale.

2. Soit (σ, γ) ∈ S2
n. Déterminer le produit MσMγ.

3. Soit γ =
(
1 . . . n

)
. Déterminer J = Mγ puis χJ et πJ.

4. Soit c ∈ Sn un cycle de longueur n. Justi�er que les matrices Mc et J sont semblables.

5. Soit σ ∈ Sn avec σ =
r∏

i=1

ci sa décomposition en produit de cycles à supports disjoints.

Déterminer χMσ et πMσ en fonction des ℓi avec o(ci) = ℓi pour i ∈ [[ 1 ; r ]].

Exercice 4 (***)

Justi�er que l'intégrale

∫ 1

0

Å
1

t
−
õ
1

t

ûã
dt est bien dé�nie puis la calculer.

Exercice 5 (***)

Soit f : R → ] 0 ; +∞ [. Montrer

ln ◦f convexe ⇐⇒ ∀α > 0 fα convexe
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Exercice 6 (****)

Soit E = Rn muni de sa structure euclidienne canonique, U ouvert borné non vide de E, f ∈
C 2(U,R) et f continue sur Ū. On dé�nit le laplacien de f sur U noté ∆f par

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ U ∆f(x) =
n∑

i=1

∂f

∂x2
i

(x) ou ∆f(x) =
n∑

i=1

∂2
i f(x)

1. Justi�er que f admet un maximum en un point x0 ∈ Ū.

2. On suppose ∆f(x) > 0 pour tout x ∈ U. Montrer

x0 ∈ ∂U et ∀x ∈ U f(x) < Sup
y∈∂U

f(y)

On pourra supposer par l'absurde que x0 ∈ U, justi�er l'existence d'un i ∈ [[ 1 ; n ]] tel que
∂2f

∂x2
i

(x0) > 0 et considérer φ : t 7→ f(x0+tei) avec ei le i-ème vecteur de la base canonique.

On suppose désormais que f est harmonique sur U, i.e. ∆f = 0. On pose

∀ε > 0 gε(x) = f(x) + ε∥x∥2

3. Montrer que gε est continue sur Ū, de classe C 2 sur U et que

∀x ∈ U ∆gε(x) > 0

4. En déduire ∀x ∈ U f(x) ⩽ Sup
y∈∂U

f(y)

Exercice 7 (***)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé, (Xn)n⩾1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
même loi à valeurs dans N et N une variable aléatoire indépendante des Xn à valeurs dans N.

On pose ∀ω ∈ Ω SN(ω) =
N(ω)∑
k=1

Xk(ω)

1. Justi�er que SN est une variables aléatoire discrète.

2. Montrer l'égalité GSN = GN ◦GX1 .

3. On suppose X1 et N d'espérance �nie. Montrer que SN est d'espérance �nie et préciser
E(SN) en fonction de E(N) et E(X1).

4. On suppose que X1 ∼ B(p) et N ∼ P(λ) avec λ > 0. Déterminer la loi de SN.

5. Retrouver le résultat précédent sans passer par les fonctions génératrices.

Exercice 8 (**)

Soit E euclidien et u ∈ O(E) véri�ant Tr (u) = dimE. Déterminer u.

Exercice 9 (**)

Soit E euclidien de dimension n et f ∈ S (E) . On note λ1 ⩽ . . . ⩽ λn les valeurs propres de f .

1. Montrer que ∀x ∈ E λ1∥x∥2 ⩽ ⟨f(x), x⟩ ⩽ λn∥x∥2.
2. Montrer que si une des inégalités est une égalité avec x ̸= 0, alors x est vecteur propre.

3. Soit (e1, . . . , en) une base orthonormée de E telle que ⟨f(ei), ei⟩ = λi pour tout i ∈ [[ 1 ; n ]].

Montrer ∀i ∈ [[ 1 ; n ]] f(ei) = λiei
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