ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille de révisions n°1
Exercice 1 (**)
+00 1
Vérifier 'existence puis calculer / In (1 + t_2> dt
0

1
Corrigé : Les fonctions ¢ +— ¢ et ¢ — In (1 + t_2> sont de classe €' sur ] 0;+00[. On a

1y , ( 1> 1
tln(l—i—t—Q)——2tln(t)—|—tln(l+t)m>0 et tln 1+t_2 ~ ———0

t—+oo t t—+o0o

+00 1 +oo
D’apres le théoréme d’intégration par parties, les intégrales / In (1 + §> dt et / —
0 0

dt sont de méme nature. La seconde étant clairement convergente, on en déduit

1+¢2
! 1 1\]" o dt
ln<1+—> dt:{tln(1+—>} +2/
/o ¢ 271, o 1+¢
+00 1
Ainsi L’intégrale / In (1 + ﬁ) dt converge et vaut 7.
0

Exercice 2 (**)

Soit n entier non nul, ag, ... a,_; des complexes et
o 1 0 ... 0 ao ay L any
: : Ap—1 Qo C Ap—2
J = : - . 0 A= ap—2 QAp-1 soe ap—3
O ... ... 0 1
1 0 0 aq e Ap—1 ag

1. Déterminer J* pour k € [0; n].
2. Montrer que la matrice J est diagonalisable dans .#,,(C) et préciser son spectre.
3. En déduire det A.

Corrigé : 1. On voit aisément que J* est la matrice dont les colonnes ont été permutées de
maniére cyclique k fois vers la droite. Pour le démontrer, notons M, avec o € S,, la matrice de
permutation définie par

Soit (0,7) € S2. On a
Vi, j) € [1;n]? My x M), = l;l@,o(k)%m(j) = io(+(3)) = dioor(j)

Soit ¢ le cycle ¢ = (n n—1 ... 1). On a J = M, et par une récurrence immédiate



Vk e [0;n] JE = M

Remarque : En particulier, on a ¢" =id et J* =1,.

2. La matrice J est une matrice compagne mais simplement en développant selon la derniére
ligne, on trouve

X -1 0 ... 0
0 . §
Xy = o|=X"—1=][ (X~-c"7)
k=0
0 oo —1
-1 0 ... 0 X

Ainsi, la matrice J de ., (C) admet n valeurs propres distinctes et par condition suffisante, on
conclut

’La matrice J est diagonalisable.

n—1
3. On observe A= > aJ*
k=0
Soit P € GL,(C) telle que D = P~1JP = diag(w®, w?, ... ,w™ ) avec w = ¢ n". Il vient

n—-1 n—1 n—1
k=0 k=0 k=0

n—1n—1

On conclut det A =[] > apw™
(=0 k=0

Remarque : La matrice A est appelée matrice circulante et son déterminant est dit circulant.

Exercice 3 (**)

Montrer que la limite uniforme d’une suite de fonctions uniformément continues définies sur un
intervalle I est elle-méme uniformément continue.

Corrigé : Soit (x,y) € I2. Pour n entier, on a

[f(@) = fFW) < 1f(@) = @) + [ fa(2) = fuly)] + [ fuly) = ()]
Soit € > 0. On choisit un entier n tel que |f,(u) — f(u)| < e pour tout u € I puis n > 0 tel que
|fu(z) — fu(y)| < € pour |z — y| < n. Ainsi

Viz,y)el® |Jz—yl<n = |f(z)-fly)]<3e

On conclut

’Une limite uniforme de fonctions uniformément continues est uniformément continue.

Exercice 4 (**)

On pose V(n,k) € N* x N Sp.k = Card {(z’l,...,in) e N"| >4 —k}
=1

J



1. Préciser Sy puis justifier Snk = D Sn-1k—i

2. Déterminer un majorant simple de S, ; et en déduire le rayon de convergence de la série
entiére .S, p 2"

+oo +o0
3. Calculer ZSL]{ZC ngkx puis conjecturer une formule pour ZSnkx que l'on dé-
k=0 k=0 k=0
montrera.
4. En déduire une expression de S,, .
Corrigé : 1. On a S1, = Card {i; e N| iy =k} = {k}
D’ou Vk e N S1p=1
Puis
n k n—1
{(Zl,,ln) GN” ‘ Z’ZJ:]C} - |_| {(ila"'7in17in>7 (’il,...,infl) ENnil ‘ Z’szk—ln}
J=1 in=0 i=1

Comme il s’agit d’une union disjointe, considérant les cardinaux, on trouve

k
Sn,k - an—l,k—i
i=0

2. Soit (71,...,1,) € N™ tel que ) i; = k. On a donc
=1

Vie[l;n] 0<i; <k

d'oi Amk:{(z’l,..., .)€ N”|sz—k}c [0; k]

Ainsi Snk < Card [[0; k)" = (k+1)"

On a également S, , > 1 puisque le n-uplet (k, ,0) appartient & A,, ;. On a donc

Vk e N 1<Su < (k+1)"
Notons R le rayon de convergence de .S, z*, Ry celui de Y 2" et Ry celui de Y (k + 1)" zF
On a Vk e N Ri >R >R,

Par ailleurs, on clairement R; = 1 (série de référence) et I'équivalent (k + 1)" ~ k™ fournit

k—+00
Ry = 1. On conclut

Le rayon de convergence de Y S, ¥ est R = 1.

1
1—=x

+0o0 +0o0
3.0mna Vee]—1;1] SNoSipat =Y ak =
-0 —

Avec la relation établie a la premiére question, on a
k k
Vk e N Sng:ZSLk,i:El:k—i—l
i=0 i=0

Par suite, avec un changement d’indice et par dérivation d’une série entiére,



+00

+00 oo oo
Vee]—1;1] ZSg,kxk:Z(k+1)xk:Zk:xk121[237’“}
k=0 dzr L=

k=0 k=1
vre]l 1] XSt
D’ou re|—1;1 ot = ——
#=0 (1—x)?
On peut alors conjecturer la formule suivante
+00 ]_
Vn € N* Vee|—-1;1 S, paf=—-—
N =T
Montrons ce résultat par récurrence. On pose
400 1
P(n): Ve e|—-1;1 Sppah=———
ey 1o

e Initialisation (1) : La propriété Z?(1) est vraie (voir ci-avant).

e Hérédité Z(n — 1) = Z(n) : Supposons Z(n — 1) vraie pour n — 1 > 1 fixé. Avec la
relation admise dans I’énoncé, il vient

+00 +00 k
Vee]|—1;1] SN Surah =3 (an—l,k—i) x”
k=0 k=0 \i=0

D’aprés le théoréme du produit de Cauchy appliqué aux séries entieres > % et >°S, ;¥ dont
les rayons de convergences sont tous deux égaux a 1, il vient

+oo [/ k oo =
Vee]—1;1] > (an—l,k—i> ok = <Za}k> X (an—l,k xk>
k=0 \i=0 k=0 k=0

I VS S
Cl-—z (I—z)! (1—x)n

ce qui clot la récurrence. On conclut

+00 ]_
Vn € N* Veel|-1;1 Sppah = ——0o
R = MR (T
4. Par dérivation d’une série entiére, on a pour z € | —1;1]
n—1 n—1 0o
d [ 1 }:(n—l)!:d FZI’“}
dzn=1 1 —x (1—z)»  dan ! /=
+00 oo (k — 1!
= Y klk—1)...(k—n+2)zF0"D = Zuxk

k=n—1 k=0 k!

Par unicité du développement en série entiére, on en déduit

V(n,k) e N*xN S, = ("""

Variante : On peut répondre a cette derniére question uniquement avec des arguments combi-
natoires. Soit (n, k) € N* x N. On remarque
n
Sy = Card {(il, ceyin) ENT Y (1 +1) = k:—i—n}
j=1
L’intérét de cette écriture est d’avoir des composantes toutes non nulles dans le n-uplet (i; +
1,...,i, +1). En écrivant

n+k=1+1+4...+14+1

TV
n+k termes

4



le probléme équivaut a choisir n — 1 signes + parmi les n+ k — 1 signes + afin d’isoler n paquets
qui formeront le n-uplet

ntk=14..+101+ +10 .0+ +1
i1+1 i2+1 in+1

On a donc (”:ﬁ;l) choix possibles et on retrouve le résultat précédent.

Exercice 5 (**)

Soit E euclidien de dimension n entier non nul, % base orthonormée de E et (z,...,z,) € E".
. n
1. Etablir |detg(z1, ..., x| < [T l|zkll
k=1

2. Etudier le cas d’égalite.

Corrigé : 1. Si (x1,...,2,) est lice, 'inégalité est vraie. Supposons (x1,...,z,) libre et soit
% = (v1,...,v,) la base orthonormée obtenue par I’algorithme de Gram-Schmidt appliqué a
(x1,...,2,). On note P = mat5.%. On a

matyg(xy,...,T,) = maty.Z X mate(ry,...,x,)

La matrice P est matrice de passage entre deux bases orthonormées de E d’ou P € O(n). Par
suite

dety(zy,...,x,) = det(P)det g (xy,...,z,) = £detg(xq,...,2,)

et maty(xy,...,2T,) = ((xj,vi>)(i7j)€[[1m]]2
Or, on a VEe[l;n] Vect (x4, ..., xx) = Vect (v1, ..., k)
d’ou Vj > 1 <l’j, UZ'> =0
en le voyant soit par orthogonalité, soit parce que x; est combinaison linéaire de (vy,...,v;) d’oil
la nullité des coefficients en v; pour ¢ > j. Ainsi
(x1,v1) .. .. (T, v1)
maty(xy,...,T,) = 0
0 e 00 Az, vp)
. . n
Ainsi |detg(x1, ..., 20)| = [ [{xr, vi)]
k=1
n
et VEe[Lin] ol = )3 (@e vi)? = [(zn, vn)]
i=1
n
Finalement |detg(z1, ..., x0)| < T |2kl
k=1

Remarque : 1l s’agit de linégalité d’Hadamard.

2. Supposons (z1,...,x,) liée. L’'inégalité est une égalité si et seulement si un des z; est nul.
Supposons ensuite (x1,...,x,) libre. L’inégalité est une égalité si et seulement



vke[lin]  foel® = 3 (wwv)” = (on, o)

=1

c’est-a-dire VEe[l;n] zy, € Vect (vy)
autrement dit (x1,...,x,) famille orthogonale
On conclut
[’inégalité est une égalité si et seulement si (z1,...,x,) orthogonale ou I'un des z; est nul.

Exercice 6 (***)

+00 +0o0o +00
Soit E = R[X] muni du produit scalaire (P, Q) = > a,b, avec P = > a, X", Q = > 0, X" et les
=0 n=0 n=0
suites réelles (ay), et (b,), presque nulles. On pose
+00 ay,

VP e E o(P) = on et H=Ker ¢
n=0

Comparer H et (H*)L.

X’VL
Corrigé : Soit P € E avec P = ZanX” ot N est un entier et Q = > o D’aprés l'inégalité
n=0 n=0
de Cauchy-Schwarz, il vient

N q,
2027

n=

o) = |2 22| = el < Pl < P (% 5)

n=0

2
d’ou P)| < —||P
|0 (P)] \/gl\ I
On en déduit la continuité de la forme linéaire ¢ d’ou la fermeture de H = Ker . Puis, on
suppose P € Ht et on pose R = P — 2Nt 1p(P)XN*1 On a

p(R) = (P) — 2V 1p(P)p(XTH) = o(P) — ¢(P) =0
ce qui prouve R € H = Ker ¢ d’ou (P, R) = 0. Puis, on trouve
(P,R) = (P,P — 2V p(P)XN*1) = ||[P[|* — 2V+1p(P) (P, X" ) = |[P|]?
=0

On en déduit P = O et ceci pour tout P € Ht ce qui prouve H- = {0g}. On conclut

H=HG¢E={0g}" = HYH!

+00
Variante : Soit P = )" a,X" € HL. On a clairement (X — 2)X* € H pour tout k entier d’ot
n=0

VEeN (P, (X —2)XF) = (P, Xk1) — 2 (P, X*) = apy1 — 205 = 0

1
Si P est non nul, notant N son degré, on en déduit ay = SN+ = 0 ce qui est absurde d’ou
P = 0.

N

Remarque : Soit P = 3 a,X" avec N entier. Ainsi, on a XN*!LP d’on Vect (XN*t1) c {P}".
n=0

Par ailleurs, on a E = H @ Vect (XN1) et le polynome P se décompose donc de maniére unique



P = P, + Py avec (P1,Py) € H x Vect (X¥1) qu’on détermine par analyse/synthése. Dans ce
qui précéde, on a choisi précisément R = P; et ce choix garantit

[P|[? = (P, Py + Pa) = (P, Py)

Avec la contrainte P € H*, le résultat s’impose de lui-méme.

Exercice 7 (****)
Soit E un evn, X une partie compacte non vide de E et f : X — X telle que
V(z,y) € X [If(=) = fW)ll = llz -yl

1. Soit a € X. Montrer que a est valeur d’adhérence de (u,,), définie par ug = a et u, 1 =
2. Montrer que f est une isométrie, .e.
V(z,y) €X*  [If(2) = fWll = [z -yl
3. Montrer que f est une bijection de X sur X.
Corrigé : 1. Par récurrence immédiate, on a

VEEN  V(zy) eX® |-yl <) - O

d’ott V(k,n) € N lun — uoll < 1" (un) = f*(uo)ll = ltnsk — ]

La suite (u,), est & valeurs dans X compact donc il existe ¢ une extractrice telle que (uw(n))n
converge dans X. On définit ¢ sur N par ¢(0) = ¢(0) puis

VneN  ¢(n+1)=min{p(k), k> 2¢(n)}
D’aprés le résultat préliminaire, pour n entier
[t 1) —pim) — Uoll < [ttty — vy

Il s’ensuit Uap(nt1)—tp(n) — 7 Q

n—oo

Enfin, par construction, on a ¢ (n + 1) > 2¢(n) pour n entier d’ou

v(n+2) =d(n+1) = (Pn+1) —d(n) >¢d(n) <0

ce qui prouve la stricte croissance de ((n + 1) —1(n)), qui est donc une extractrice. Ainsi

La valeur a est valeur d’adhérence de (uy,),.

Remarque : L’extractrice ¢(- + 1) — ¢ est complétement déterminée par le choix de ¢.

2. Soit (a,b) € X% On construit (uy,), et (v,), comme précédemment. L’espace X? est compact
comme produit d’espaces compacts. Ainsi, la suite (u,,v,), admet une valeur d’adhérence et
avec le méme procédé que celui vu précédemment, on construit une extractrice y telle que

Uy(n) — @ et Vyp) — b

n—oo n—o0

Par ailleurs, comme x(n) > 1 pour tout entier n > 1, il vient

V=1 |[f(a) = FOI < 1) = OO = llim — vl

) —
Faisant tendre n — +o0o, on obtient || f(a) — f(b)|| < ||la — b|| et l'autre inégalité est vraie par
hypothése. Ainsi, on conclut que



’L’application f est une isométrie. ‘

3. Comme f est une isométrie, elle est injective et continue. Comme X est compact, I’ensemble
f(X) est compact. D’apreés le résultat de la premiére question, on a X C f(X) et comme f(X)
est compact donc fermé, il s’ensuit que X C f(X) = f(X). L’autre inclusion étant vraie par
hypotheése, on a f(X) = X et on conclut

’L’application f est une bijection de X sur X.‘

Exercice 8 (**)

Soit (€2, o7, P) espace probabilisé et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
n

loi uniforme sur {—1,1}. On pose S,, = >_X; pour n entier.
i=1

1. Préciser E(S,) et V(S,,) pour n entier.

2. Etablir VneN  E(|S,|) <vn
. 2k 2n o 2n—1 2n—1
3. Montrer Vk € [0;n] %(nJrk) = (n+k—1) - (n+k)

On utilisera la convention (}) = 0 pour k > n.

4. En déduire une expression simple de E(|Sy,|) puis un équivalent lorsque n — +o0.

Corrigé : 1. La variable aléatoire S,, est finie donc admet un moment d’ordre un et deux. Par
linéarité de l'espérance et égalité en loi, il vient

E(S,) = E (ilx) - iE(Xi) — nE(X))
et par indépendance des X; et égalité eniloi :

V(S,) = V (ix) _ f;lwxi) — nV(Xy)
On trouve sans difficulté E(X;) =0 et V_(Xl) =1 ;t on conclut
Vn e N E(S,) =0 et V(S,) =n

2. Soit n entier. La variable aléatoire |S,| est finie donc admet un moment d’ordre deux. D’aprés
la relation de Konig-Huyngens, il vient

V(ISn]) = E(S7) — E(ISa])?
Par positivité de la variance, on obtient

E(|Sn])? <E(S}) = V(Sn) =n

Ainsi VneN  E(|S))) <vn

Remarque : On peut programmer le calcul récursif de E(|S,|) pour n entier. On constate que
la majoration semble assez fine, ce que la suite de 'exercice va confirmer.
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FIGURE 1 — Tracé des suites (E(|S,])),, et (v/n),

3. L’égalité est vraie pour k = n puis
(2n —1)! (2n —1)!
n+k—1Dln-kK! n+k)!(n-—-kF—1)

= - [+ D)~ =B (2]

VEel[o;n—1] () - () =

D’ou Vk e [0;n] =) =) - )

4. Soit n entier non nul. On constate
n+S

n_y -~ B(n,1/2
comme somme de variables de Bernoulli indépendantes de méme paramétre 1/2. On en déduit

2%({%) si n + k pair

VEe[—n;n] P(S, = k) =

0 sinon

Par transfert et manipulation sur la somme, on trouve
B(ISanl) = 3° 12K P(S20 = 24) = 1 2( )
Puis, par téléscopage
B8 = 55200 = g [t = Cnd)] = )

Un dernier arrangement et I’ equlvalent de Stirling permet de conclure

() NG
4n n—+o00 T

VneN  E(So|) =




Exercice 9 (**)

On pose pour n entier non nul et z > 0

_ n! ) = +oom—1e—t L(2) = i _En
un(a:)—ﬁ(m+k) I(z) /Ot dt I(x) /Ot (1 )dt

1. Justifier que I'(x) est bien définie pour z > 0 avec I'(z) > 0.

2. Montrer Ve >0 I(x) — T'(2)
n—oo

3. Etablir V(n,z) € N* x]0;+00] L.(z) = "
1 2

4. Montrer Vo >0 [(x)l (:c + 5) = 4—\/IEF(2x)

Corrigé : 1. Soit > 0. On a f: t = te ™" € €, (]0;+00 [, R) avec

ft) =0 (t11_x> et SO, 5.0 (tl?)

Ainsi, la fonction f intégrable sur |0;1] et [1;+00[. De plus, intégrande f est continue et
strictement positive sur | 0;+oo [ d’on par séparation

La fonction I' est bien définie sur | 0;+o00 [ avec I'(z) > 0 pour = > 0.

t n
2. On pose V(t,n) €]0;+00[ x N* fo(t) =¢""1 (1 — ﬁ) Ty ((t)
Clairement vt >0 falt) —— t* et
n—oo

Avec 'inégalité classique In(1 4 u) < u pour u > —1, on obtient

V(t,n) €050 [x N' 0. fult) = 71U g (1) < 50

Par convergence dominée Vo >0 I,(z) — T'(2)

n—o0

3. Avec le changement de variables ¢t = nu, on obtient
1
Ve >0 I(x) = n””/ w1 —u)" du
0

Aprés n intégrations par parties, il vient

1 | 1
[t = o [ g =
0 I1(z+ k)7 !

k=0
, " un ()
Par conséquent V(n,xz) € N* x]0;+00 | I(x)=
T
In® ! x2n+1
4. Soitz>0.0na  TI(z)= lim —— = lim ——
n—-+0o n—+00
[[(z+E) 122+ 2k)
k=0 k=0



1 In® In® \/n2m+!
et F<x+§): lim nnn\/ﬁ = lim nnn\/ﬁ
k=0 k=0
! 222n+2 2x 1
Ainsi ("221“ nyn — [(z)T <:c + 5)
[T 2z + k)
k=0

Par ailleurs, il vient en considérant la suite extraite d’indice pair

! 2x 2 | 2 2x
P(2r) = lim —— = lim —(2 n)!(2n)
n—-+00 n—+oo 2N
I1 (22 + k) I1 (2 + k)
k=0 k=0
d’ou
2n+1
2 k
(2n)!(2n)* " kl;[() (22 +4) . (2n)47(2zx 4+ 2n 4+ 1)
2n n222n+2p2x /[ n222n+2 /[y
e @ Vi CIEREENe
k=0
(2n)?e ~2\/4mnd® (22 + 2n + 1) o4
n—+00 n?re —2n2mrn227+2, /n noc 24/T
et par unicité de la limite, on obtient
I'(2x) 4*
1
I(2)T (x 4 5) 2T
1 2
On conclut Vo >0 ['(z)l (x + 5) = fF(Qx)
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