ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille de révisions n°2

Exercice 1 (*)
Soit E = #,(R) et A € E avec Tr (A) # 0. On pose
VM e E e(M) = Tr (M)A — Tr (A)M

1. Justifier que ¢ € Z(E).

2. Montrer que ¢ est diagonalisable puis calculer Tr (¢) et det(¢p).
Corrigé : 1. On a ¢ a valeurs dans E et ¢ linéaire par bilinéarité du produit et de la trace d’oul
p € Z(E)
2. Soit M € E et A € R tel que (M) = AM. On a

(M) =AM «— Tr(M)A = (A+Tr A)M

Si A= —Tr A, on trouve (M) =M <= M € Ker Tr

ce qui prouve —Tr A € Sp(p) et E_mya(p) = Ker Tr. Si A #% —Tr A, on a M € Vect (A)
autrement dit E, C Vect (A). On trouve ¢(A) = 0 d’out Vect (A) C Eo(¢) et comme 0 # — Tr A,
on a Eg(¢) C Vect (A). Ainsi

Sp(p) ={0,—Tr A} et Eo(p) =Vect(A) et E_q a(p) = Ker Tr
On a dimEy(¢) + dimE_1, A(¢) = dim E ce qui prouve la diagonalisabilité de ¢ et dans une

0| 0 )
0 ‘ T (AT ) On conclut

base & adaptée a E = Eg(¢) ® E_1, a(p), on a matgp = (

L’endomorphisme ¢ est diagonalisable et det ¢ =0, Tr ¢ = —(n? — 1) Tr (A).

Exercice 2 (***)

=1 1
On pose Vo > —1 S(z) = n;l [ﬁ o
1. Montrer que S est définie, continue sur [ =] —1;+00].
2. Etudier la monotonie de S.
3. Calculer S(x + 1) — S(x).
4. Calculer S(n) pour n entier.
5. En déduire un équivalent simple de S(x) pour z — +o0.
Corrigé : 1. On pose V(n,z) € N* x 1 up () = 11
n n+x
Soit z > —1. On a 1ot ° :O<i>
n n+z  nn+x) n?

ce qui prouve que S est bien définie sur I. Soit a € | —1;0] et b > 1. On a



n+a) n?

Comme tout segment de I est inclus dans un segment [a;b] avec a et b choisis comme pré-

b 1
VneN  uallcofap) € ———= =0 ( >
n(

cédemment, il s’ensuit que la série > w, de fonctions continues converge normalement donc
n>1
uniformément sur tout segment de I et par conséquent

’La fonction S est définie, continue sur I.‘

2. La fonction S est une somme (infinie) de fonctions croissantes d’ou

| La fonction S croit. |

3. Par linéarité du symbole somme (car convergence), il vient pour = € I

S(:c+1>—s<m):+f[ L ! }

n+x_n+x+1

n=1
1
Par téléscopage, on conclut |Vx €1 S(x+1) —S(z) = 1
x
4. Soit n entier. On a
n—1 n—1 1
S(n) =5(0) + S(k+1)—=Sk)]=> ——
(n) ()kgo[( ) = S(k)] 2
1
Dot Vn e N S(n)=>_—
=1k

5. Par comparaison série/intégrale, on a

S(n) ~ In(n)

n—-+0oo

Enfin, par croissance de S, on a

Vo>0  S(lz)+1) >S(@) = S(|z))

et ln<LxJ+1) > 0 ln<m>4>()
T Tr—+00 €T T—+00
ce qui implique In(lz]+1) ~ In(z) et In(lz]) ~ In(z)
T—+00 T—+00
On conclut S(z) ~ In(x)
z—+00

Exercice 3 (**)

Soit E préhilbertien réel, n entier non nul, une famille de vecteurs (uq,...,u,) € E" et une
matrice G € 4, (R) définie par G = (<ui,uj>)1<ij<n.
1. Montrer qu’il existe A € ., ,,(R) avec p < n telle que G = ATA.
2. Justifier I'égalite VM € 4, ,(R) rg (M™M) = rg (M)

3. En déduire une relation entre rg (G) et rg (u1, ..., uy).



Corrigé : 1. Si les u; sont tous nuls, le résultat est trivial. Notons F' = Vect (uy, ..., u,). L’espace

F est euclidien et admet une base orthonormée % = (ey, ..., e,) avec p < n. Par suite
p p p
V(i) € [Lin]®  (ui,ug) = (3 (wis en)er, 3-(uj.echer) = 37 (s, en)(uy, ex,)
k=1 =1 k=1
Ainsi, notant A = matg(uy, ..., u,) = ((uj, €i>)(ij)€[[1'p]]><[[1'n]’ on conclut

2. Soit M € 4, ,(R). On clairement Ker M C Ker M"M. Soit X € ., ;(R) tel que M"MX = 0.
En multipliant & gauche par X', on obtient

XTMTMX = (MX, MX) = 0
d’ott MX = 0 et I'inclusion Ker M™M C Ker M. Le théoréme du rang appliqué M et MM donne
alors
dim R" = dim Ker M + rg (M) dimR" = dim Ker M™M + rg (MTM)

On conclut rg (M) =rg (M"M)
3. D’apres les résultats précédemment établis, on conclut

rg (G) =rg (ATA) =rg(A) =rg(uy, ..., up)

Exercice 4 (**)

) +00o 1 +00 (_1)”
t . Mont _ = _
Soit a > 0. Montrer L (@t D0 - 2 (@t D)

Corrigé : On a pour n entier

1 2e—(2n+1)a +oo
_ _ 2e—(2n+1)a Z (_1)ke —2k(2n+1)a
ch((2n+1)a) 14 e—2@ntle =
On pose V(n, k) € N? Upp = 2(—1)ke~(2ntlag —2k(2n+1)a

Montrons la sommabilité de la famille (tn k) )enz. Comme e 72921 € 101 pour n entier,

on a

+00 267(2n+1)a

z (e—2a(2n+1))k — ~ 26—(2n+1)a >0

S — (2n+1)
—(2n+1)a
U = 27447
kgo| ,nl = 1 — e—2a(2n+1) psi0o

+00
La série Y 2e =+ converge ce qui prouve la convergence de Y (Z |u,m|> d’aprés le critére
k=0

des équivalents, licite pour des familles & termes positifs, et prouve ainsi la sommabilité de
(Unk) (n)en2 d’aprés le théoréeme de Fubini pour une famille a termes positifs. Alors, d’aprés le
théoréme de Fubini, on obtient

+00 1 +00 [/ +00
Z — Z (Z2e—(2n+1)a<_1)ke—2k(2n+1)a>

n:(]Ch ((2TL + 1)(1) n=0 \k=0

— io <§02(_1)ke—(2k+1)(2n+1)a)
k=0 “n=0

+00 1 +00 B . too . n +00 (_1)ke—(2k+1)a

Z _ Z(—l)ke (2k+1) (Z (e 2 (2k+1)) ) — Z

nzoch ((2n+1)a) =

1 — e—2a(2k+1)

n=0 k=0
+00 1 +00 -1\
On conclut > => (=1)

n=och ((2n+ 1)a)  ;=psh ((2n + 1)a)




Exercice 5 (***)

Soit M € #,,(R) vérifiant MM =MM" et M?=-I,
Montrer que M € O, (R) puis caractériser M.

Corrigé : Soit M € ., (R) vérifiant les contraintes imposées. On décompose M = S + A avec
g M+MT o A M-MT (5, o
2 2

MM =MM" < (S—A)S+A)=(S+A)(S—A) — SA=AS
En transposant, on observe également (SA)" = —AS = —SA d’oi SA € 7,(R). Puis, on a
M? = -1, < S24+A?+1,=—-2SA

Dans la derniére égalité, le membre de droite est une matrice antisymétrique tandis que le
membre de gauche est une matrice symétrique. Par suite

SA=0 et S?+A*4+1,=0
En multipliant par S?, il vient
ST+ SPA? + S =5+ (SA)P+ 82 =5"+5=0
d’ou, passant a la trace
1S%)1* + [[S]I* = 0
On en déduit S = 0 puis
MM=MM"=-A%2=-M?=1,

autrement dit, la matrice M est orthogonale. On a 1 = (det M) = det(M?2) = det(—1I,) = (—1)"
d’olt n = 2p avec p entier non nul. Par réduction d’une matrice orthogonale, la matrice M est
orthogonalement semblable a une matrice diagonale par blocs avec des blocs de type (1), (—1)
et R(A) avec 0 réel. Comme M? = —TI,,, on en déduit 'absence de blocs (1) et (—1) et on a donc
M orthogonalement semblable & diag(R(61),...,R(6,)) avec les §; réels. Enfin, il vient

M? -1, < Vie[l;p] 20, =7 [21] <= Vie[1;p] iEi‘g[Qﬂ']

T ™

Enfin, on observe que les matrices de rotation d’angle 5 et —3 sont orthogonalement semblables

(quitte a opposer un vecteur de la base) et on en déduit que M est orthogonalement semblable &
T

une matrice diagonale par blocs avec des blocs rotation d’angle 5 La synthése ne présente pas

de difficulté et on conclut

M = Pdiag(R(7/2),...,R(7/2))PT avec P € O,(R)

Variante : On peut recourir au théoréme spectral pour montrer I'orthogonalité de M. Soit
M € #,(R) vérifiant les contraintes imposées. On a

(MTM)? = MT MMM = (M?)'M? = (-L,)2 = I,
=M"TM

Ainsi, la matrice M"M admet comme polynéme annulateur X? — 1. Or, ¢’est une matrice symé-
trique réelle donc diagonalisable d’aprés le théoréme spectral. On observe

VX € M1 (R) (X, MTMX) = [MX|* >0

d’oit M™M € .ZF(R). On en déduit que le spectre de MM est inclus dans {1} donc égal & {1}
d’ott MTM semblable & I,, et donc égale a I,,.



Exercice 6 (**)

+00
Pour z > 0, on pose d(z) = / e " dt
1. Justifier que ® est bien définie sur R, puis déterminer un équivalent de ®(x) pour z — +o0.

+0o
2. Etablir la convergence de / O (x) dz et calculer cette intégrale.
0

. 1
Corrigé : 1. On pose f(t) = e pour t > 0. On a f € €pm([0;+00[,R) et e =0 (t_2>
—+00
par croissance comparées. Par comparaison et critére de Riemann, on conclut que
’La fonction ® est bien définie sur R+.‘
1
Soit > 0. Les fonctions t — —2te ™" et ¢ — —o sont de classe € sur |z ; +00 [ avec
et e . et 0
T ol 22 O T T2 e
Ainsi, en intégrant par parties, il vient
—2] T 400  —t2 —x? 400 , —t2
e e e e
O(x) = |— — dt = — dt
2t | . 2t? 2x . 2t?
et
avec convergence de la nouvelle intégrale. On a 2 = 0 (e _t2) et donc, par intégration des

relations de comparaison, on obtient

+00 e—t2 +00 )
_ —t _
/x 2 dt =0 </x e dt> =0 (P(x))

—z2

e

Ainsi O(x) ~

z—+00 21

Variante : Avec le changement de variables u = ¢2, il vient pour x > 0

+00 +ooe—u
2 qt = d
/m ¢ / 2 "

x4 e—u +00 e—u
uis ——————du < P(x) < du
P /12 2Vt +x S 0@) < /m 2V 22
2 2
O PN —x
¢’est-a-dire e (e < P(z) < ¢

2vVa?+x 2z

et on conclut comme précédemment.

2. La fonction f est continue sur [0;+o0| et il en résulte que la fonction ® est de classe €' sur

[0; 00 [ avec &'(z) = —e~*" pour & > 0. Avec ’équivalent précédemment obtenu, on trouve
1
d(x) = o (—2) z®(x) —> 0 et a2P(z) —— 0
T—+00 x x—0 T—+00

+00
On en déduit la convergence de / ®(x) dz puis, en intégrant par parties,
0



+00 +00 —g27] t0
[ o = pewie+ xe—fzdx:[—e ]
0 S—— 0 2

+00 1
On conclut L’intégrale / ®(x) dz converge et vaut 5
0

Exercice 7 (***)

+00 dt
On pose Vn € N* I, = /
P o (Lre)Trim

Justifier que pour n entier non nul, l'intégrale définissant I, est convergente puis étudier la
convergence de la suite (I,),>1.

Corrigé : On pose

1
V(n,t) € N* x [0;+00 n(t) =
L) €N L0swool ) =
1
Pour n entier non nul, on a f, € €,,([0;+00[,R) et f,(t) = O (ﬁ) Par conséquent
—+00

‘Pour n entier non nul, 'intégrale définissant I,, converge. ‘

Soit n entier non nul, on a pour t € [0;1]

fn(t) = !

(14 t2)exp (% In(1 + t"))

et pour ¢ > 1, en écrivant In(1 +¢") = nln(t) +In (1 +¢7"), il vient

1
fult) = 1
t(1+t2) exp (— In(1+ t‘”)
n
1
—_— site[0;1]
Ainsi fot) — ]
Tl ——— sit>1
t(1+¢?)
Enfin, on a la domination
1
V(n,t) € N* x [0;+00] 0< fult) <@(t) avec o(t) = e

+00

+00o
et ¢ intégrable sur [0; +oo [ puisque / @(t)dt = [Arctan (t)],” = g Par convergence dominée,
0

/1 dt /“’O dt
L, + S
nooo Jo 1482 i t(1+17)

Aprés décomposition en éléments simples, on trouve
+00 dt +00 —t2 t2 1 +00 1 t 1 t2 T
/ :/ T+l dt:/ [_— }dt: lim {-m( ﬂ
1 t(l +t2) 1 t(l +t2) 1 t 1 +t2 T—r+00 2 1 —|—t2 1

On conclut I, — —+

il vient




Exercice 8 (***)

Soit E euclidien et f € (E). On pose
X={recE| (f(x),z) <1}

Montrer que X est compact si et seulement si f € .71 (E).

Corrigé : D’aprés le théoréme spectral, on dispose de Z = (ey,...,e,) une base orthonormée
de vecteurs propres de f associés aux valeurs propres \; < ... < \,. Pour z € E, on note
n
x =) x;e; avec les x; coordonnées de = dans %. On a
i=1

(f(z),r) = <Z)\i$i€i, Z$j€j> = Z AT (ei, €j> = Z)\ZSEZZ
i=1 Jj=1 N =l

1<ij<n
=0i,j

Ainsi, Papplication ¢ : x — (f(x),x) est polynomiale en les coordonnées de = dans Z ce qui
prouve sa continuité et X = o' (]-00;1]) est fermé comme image réciproque d'un fermé par
une application continue. Par ailleurs, on a

Ve € E (f(z),x) = M|z
Si f e STH(E), alors
(fx),2) <1 = MNz]*<1 = 2eB;(0,1/VA)

ce qui prouve X C By (0,1/v/A)

L’ensemble X est donc un fermé borné de E espace de dimension finie. Par conséquent, I’ensemble
X est compact. Si f ¢ STF(E), il existe ip € [1; n] tel que \;, < 0 et par suite

Vae R ae;,, € X
ce qui prouve que X est non borné et donc non compact. On conclut

X compact <— f e STT(E)

Exercice 9 (***%*)

Soit (2, %7, P) un espace probabilisé et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles discrétes
indépendantes de méme loi ayant un moment d’ordre 1 mais pas d’ordre 2. On se propose de
démontrer que la loi faible des grands nombres a toujours lieu.

Pour k et n entiers non nuls, on pose

Yk,n = Xk]l{|Xk\<n} Sp = Zxk T, = ZYk,n

k=1 k=1
1
1. Montrer - (E(T,) — E(S,)) — 0
n—oo
2. Etablir Vn € N P(S, # T,) < nP(|Xy]| > n)

3. Soit € > 0. Montrer

L5, ~E(T)| > 2) < 70 np(xil > )



4. Soit X variable aléatoire réelle discréte d’espérance finie. Montrer
1
= 2
n]E(X Lixieny) —— 0

5. Démontrer la loi faible des grands nombres pour la suite (X,,);>1.

Corrigé : L’ensemble X;(Q2) n’est pas fini sans quoi la variable X; serait d’espérance finie. On
note X;(Q) = {xg, k € N} avec les 5, deux a deux distincts et on remarque pour la suite que
pour tout A € o7, on a |X 15| < |X;| d’espérance finie par comparaison.

1. Soit n entier non nul. Par linéarité de I'espérance et égalité en loi, on a

1 1
(E(T,) —E(Sn)) = ng_JlE(Yk,n — X)) = —EEE(Xk]l{\xklm}) = —E(XiLxy(>n})

S|

]_ +00
Par transfert, il vient — (E(T,) —E(S,)) = = > @10z, () P(Xy = )
n k=0
On pose V(k,n) € N? ug(n) = Loz [(N)P(Xy = x3)

On a Vk e N luklloo < |z P(Xy = )

ce qui prouve la convergence normale donc uniforme de la série de fonctions ) Jug. Puis, on a
ur(n) —— 0 pour k entier et par double limite, il vient

n—oo
+00
> ug(n) —— 0
k=0 n—oo
1
Et on conclut — (E(T,) —E(S,)) —— 0
n n—00

2. Soit n entier. On a  {S, # T,} C U {Yin #Xi} = U {IXy| > n}

k=1 k=1
D’apres I'inégalité de Boole, il vient

VneN  P(S,#T,) < nP(Xy| > n)

3. Soit € > 0, n entier non nul et

An,e - {

La famille ({S,, = T, },{S, # T»}) constituant un systéme complet d’événements, on trouve

e
1

Observant A,.n{S,=T,} C {’ (T, — E(Tn))' > 5}

(i mra] ) <e(

La variable aléatoire T, est bornée comme somme finie de telles variables et admet donc un
moment d’ordre 2. Ainsi, d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

s, —E(Tn»' >

%(sn - E(Tn))' > e) — P (AN {Sn = To}) + P (Anz N {Sn £ To})

il s’ensuit
Lo, - ]E(Tn))’ > 5) +P(S, £ T,)

n

(50— E(T,)

8



J(E E(Tn»] >c) < ‘\(’(g)>

et combinée avec 'inégalité établie dans question précédente, on conclut

Vn > 1 P (‘%(Sn —E(Tn))‘ > 5) < Yé:)ﬁ + nP(|Xy] > n)

4. Soit n entier non nul. Par transfert, il vient

1 22k Uy 100 ((12)
SEX L gxian) = 2 el iz

k=0 n

|z P(X = 24,)

(n) = || ]l[lwk\;+00[(n>

On pose V(k,n) e N* XN w(n . |z | P(X = xy)

On a Vk e N lvglloo < |2k P(X = )

ce qui prouve la convergence normale donc uniforme de la série de fonctions ) vg. Puis, on a
vg(n) —— 0 pour k entier et par double limite, il vient

n—o0

n—o0

+0oo
dv(n) —— 0
k=0

1
Ainsi —]E(XQ]I{‘XKH}) — 0
n n—0o0

5. Soit n entier non nul. Par indépendance des Yy, puis relation de Kénig-Huygens, il vient

V(L) =V (5 Yin) = SV(YVen) < SEVE,) = G s, )
k=1 k=1 k=1

Ainsi, pour € > 0, on a

1 E (X7 {jxj<n})
P(—Sn—]ETn >><—1 = P(|1X,| >
L5 —E(1)| ¢ L) g, > )
En observant n1{|xl\>n} < ‘Xl, 1{|X1\>n}
il vient nP(|X;| >n) <E (|X1‘ 1{|X1I>n}>

Avec les notations de la premiére question, on a par double limite

+00
> |uk(n)] ——=0
k=0 n—oo

d’on E (|X1| ]l{\X1|>n}) m} 0
1
Il en résulte Ve>0 P ( —(S, — E(Tn))' > 6) —0
n n—o00
Enfin, on a par inégalité triangulaire
1 1 1
(8~ BS)| < |16, ~ (L) + L (B(T.) - E(S.)

d’ou, pour € > 0

{ %(sn —E(Sn))' > e} c {
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