ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Programme de colles

A\/enir avec un cahier de colles : y coller les énoncés des exercices et les reprendre a l'issue de
la colle.

Semaine 22  30/03/26 - 03/04,/26

Programme :

Tout.

Questions de cours : (avec preuve sauf mention contraire)

+00
1. Nature et éventuellement valeur de / e~ dt avec o réel;
0

2. Intégrales de Riemann

@

Théoréme de comparaison pour 0 < f < g et ses corollaires immédiats (dont le critére
des équivalents) ;

L’intégrabilité implique la convergence de l'intégrale (avec la proposition clé);
Intégration des relations de comparaison (cas intégrable, cas non intégrable) ;
Théorémes de changement de variables (cas strictement croissant et décroissant) ;

Intégrales de type Riemann sur [a;b[ou]a;b];

e S

Théoréme d’intégration par parties;
1
9. Convergence de l'intégrale / In(t) dt (deux méthodes);
0

T gin(t)

10. Convergence de l'intégrale de Dirichlet / dt;

+00 3 t 2
dt et égalité a / sin(t)
0

0 t2

+0o0 : t
11. Divergence de 'intégrale / sin(t)] dt;

0 t

12. Continuité sous 'intégrale (sans preuve);
13. Régularité € sous l'intégrale (sans preuve) ;
14. Régularité €* sous l'intégrale (sans preuve);
15. Fonction I' d’Euler;

16. Existence de la constante v d’Euler;

17. Critére de d’Alembert ;

18. Critére des séries alternées ;

400 (1)
19. Calcul de Zu,
n=1 n

20. Reste de série alternée;

21. Encadrements de comparaison série-intégrale ;
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24.

Encadrement du reste en cas de convergence, équivalent de somme partielle en cas de
divergence ;

Sommation des relations de comparaison (cas divergent, cas convergent) ;
Théoréme de Césaro;

Les convexes de R sont les intervalles;

Une partie est convexe si et seulement si elle stable par combinaison convexe ;
Position graphe/corde d’une fonction convexe (sans preuve);

Une fonction est convexe si et seulement si son épigraphe est convexe;
Inégalité de Jensen;

Inégalité des pentes (sans preuve) ;

Caractérisation d’une fonction convexe dérivable, deux fois dérivable (sans preuve);
Position graphe/tangente d’une fonction convexe dérivable (sans preuve) ;
Noyau d’un morphisme de groupes;

La somme de deux idéaux est un idéal contenant chacun

Idéaux de (K[X], 4+, X);

Théoréme de Bézout dans K[X];

Lemme de Gauss dans K[X];

Image et noyau d’un morphisme d’algébres ;

Caractérisation d’une somme directe de p sev par unicité de la décomposition du vecteur
nul ;

. p p .
Inégalité dim > F; < > dimF; et cas d’égalité;

i=1 i=1

Théoréme du rang (sans preuve) ;
Noyaux et images itérés, en dimension quelconque et en dimension finie;
Caractérisation d’un hyperplan, en dimension finie ou infinie (sans preuve);
Déterminant d’'une matrice triangulaire par blocs;

Caractérisation d’'un projecteur p comme projection avec la décomposition E = Im p &
Ker p;

Caractérisation d’une involution linéaire s comme symétrie avec la décomposition E =
Ker (s —id) @ Ker (s +1id ) ;

Famille de projecteurs associée a une somme directe ;

Caractérisation de deux matrices semblables ;

Interprétation matricielle d’'une matrice triangulaire par blocs;

Pour D diagonale et T = D + N avec N triangulaire supérieure stricte, forme de P(D) et
P(T) pour P € K[X];

Lemme des noyaux ;
Stabilité d’une droite vectorielle ;

Les valeurs propres sont parmi les racines d’un polynéme annulateur (avec le résultat
antérieur utile P(u)(x) = P(A)x si u(z) = Ax);

Endomorphisme induit sur un sous-espace propre ;
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Une somme de sous-espaces propres est directe et son corollaire pour une famille de
vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes;

Pour A € #,(K), on a yao = X" — Tr (A)X" ! + ...+ (=1)"det(A);

Le polynome caractéristique d’un endomorphisme induit divise le polynoéme caractéris-
tique ;

Calcul de x; avec J matrice de 4, (K) constituée de 1;
Encadrement de la dimension d’un sous-espace propre;
Théoréme de Cayley-Hamilton ;

Racines du polynéme minimal ;

Pour % base de E, on a Mpat 40 = Ty ;

Base de Klu];

Théoréme de diagonalisation (avec les espaces propres) ;

Condition suffisante de diagonalisation ;

1 -1 1 1 20
Diagonalisationde A= =2 1 2 ]etB=| 2 4 0 |;
-2 -1 4 -4 2 5

Caractérisation de la diagonalisation avec le polynéme minimal (ou un polynéme annu-
lateur) scindé a racines simples;

Polynome minimal et diagonalisabilité de I’endomorphisme induit sur un sev stable (prop.
26 et th. 14);

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son polyndéme caractéristique est
scindé;

La matrice A = <(1) _01> n’est pas trigonalisable dans .#5(R) mais est diagonalisable
dans #,(C);

2 0 -1 0 1 2
Trigonalisationde A=| -2 1 3 JetB=| -1 2 2|;

0 0 1 0 01

Majoration de l'indice de nilpotence d’un endomorphisme nilpotent (les deux preuves) ;

Un endomorphisme est nilpotent si et seulement s’il est trigonalisable de spectre réduit a
{0} (preuve et la variante de la réciproque);

Caractérisation d’un endomorphisme trigonalisable avec le polynéme minimal (ou un
polynome annulateur) scindé et décomposition de I’espace en somme directe de sev stables
sur lesquels 'endomorphisme induit une homothétie + un nilpotent ;

L’application || - ||« est une norme sur #(X,K);

Comparaison des normes || - |[1, || - ||2 et || - [[oo sur K";
Comparaison des normes || - [|1, || - ||z et || - ||oo sur €°([0;1],R);
Une boule ouverte est un ouvert, une boule fermée est un fermé;

Union quelconque d’ouvert, intersection finie d’ouverts ;
Un ensemble est ouvert si et seulement s’il est égal a son intérieur;
L’intérieur est le plus grand ouvert inclus dans I’ensemble ;

Caractérisation séquentielle des points adhérents ;
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Caractérisation métrique des points adhérents ;

Un ensemble est fermé si et seulement s’il est égal a son adhérence;
Caractérisation séquentielle d’un fermé;

Invariance des notions topologiques par passage a une norme équivalente ;

Image réciproque d’un ouvert (respectivement fermé) par une application continue;
Fermeture de Z (trois méthodes) ;

L’application x +— d(z, A) est 1-lipschitzienne.

GL,(K) est un ouvert dense de .#,(K).

Une application linéaire est continue si et seulement si elle est lipschitzienne en zéro, cas
oll 'espace de départ est de dimension finie;

Exemple d’application linéaire discontinue en dimension infinie

Un compact est fermé borné ;

Un produit fini de compacts est compact ;

L’image d'un compact par une application continue est compact ;

Théoréme des bornes atteintes ;

Théoréme de Heine;

Description des compacts en dimension finie ;

Compacité de O, (R);

La relation par un chemin continu est une relation d’équivalence

Une partie convexe est connexe par arcs.

Une partie étoilée est connexe par arcs;

La convergence absolue d’une série vectorielle entraine sa convergence, inégalité triangu-
laire généralisée ;

La norme subordonnée est une norme d’algébre (avec résultats intermédiaires exposés aux
chapitres précédents) ;

Pour u € Z(E) tel que |Jul|op < 1, convergence absolue de > u" et inverse de id —u;

Une fonction f : E — E contractante (k-lipschitzienne avec k € [0;1[) admet un unique
point fixe;

Dérivabilité et dérivation de L(f) avec f € Z(I,E) et L € Z(E,F);

Dérivabilité et dérivation de B(f,g) avec f € Z(LLE),g € Z(LF) et B: ExXF — G
bilinéaire ;

L’intégrale d’une fonction vectorielle ne dépend pas du choix d’une base;

Inégalité triangulaire;

b b
Relation L (/ f(t) dt) = / L(f)(t) dt avec f € €pm([a;b],E) et L € Z(E,F);

Inégalité des accroissements finis;
Formule de Taylor avec reste intégral (sans preuve) ;
Inégalité de Taylor-Lagrange (sans preuve);

Formule de Tayor-Young (sans preuve) ;
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Lien entre famille sommable indexée par N et série (pour termes positifs et réels ou
complexes) (sans preuve) ;

Théoréme de sommation par paquets (pour termes positifs et réels ou complexes) (sans
preuve) ;

Théorémes de Fubini (pour termes positifs et réels ou complexes) (sans preuve) ;
Théoréme du produit de Cauchy ;
Théoréme de convergence dominée (sans preuve) ;

Mise en ceuvre du théoréme de convergence dominée sur ’exemple (naif) :

n t n
lim <1 — —> dt
n—+oo [ n
La suite (uy,), converge uniformément vers u si et seulement si u,, — u est bornée a partir
d’un certain rang et ||u, — uljooc — 0;
n—oo
Limite uniforme sur un voisinage de a d’une suite de fonctions continues en a;

Théoréme de la double limite (sans preuve) ;

Limite de I'intégrale fonction de la borne supérieure d'une suite de fonctions continues
convergeant uniformément sur tout segment ;

Permutation limite/intégrale pour une suite de fonctions continues convergeant unifor-
mément sur [a;b];

Contre-exemple f,(t) = n*t"(1—t) pour t € [0;1] a la permutation limite/intégrale pour
illustrer 'importance d’une domination ou d’une convergence uniforme. ;

Suite de fonctions de classe €' convergeant simplement et dont la suite des fonctions
dérivées convergent uniformément sur tout segment ;

Extension au cas d’une suite de fonctions de classe 6" (sans preuve) ;
Caractérisation de la convergence uniforme d’une série de fonctions avec le reste;

La convergence normale implique la convergence uniforme et la convergence absolue en
tout point

(="

n—+x

Convergence uniforme de | sur ] 0;+00 [;

Trois stratégies pour nier la convergence uniforme de ) sur | 0; +o0 [;

1

amin(l+nx) zo+00 x

n?x + 1

par double limite ;

Intégration terme a terme d’une série de fonctions continues convergeant uniformément
sur [a;b] (sans preuve) ;

Série de fonctions de classe ¢! convergeant simplement et dont la série des dérivées
converge uniformément sur tout segment, extension au cas ¢* (sans preuve);

+oo (__ n
Caractére €°° de x +— | (=1) sur | 0;+00 [;
n=0" +x

Approximation uniforme de fonctions continues par morceaux sur un segment par des
fonctions en escalier;

Théoréme de Weierstrass ;

Lemme d’Abel, mode de convergence pour |z| > R et |z| < R et son corollaire;
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an+1

Si

— 1
—>€€R+,a10rsR:z;

n—oo

an
Convergence normale sur tout disque Df(0,r) avec r < R et continuité de la somme;
Les séries entiéres » a,z" et > na,z" ont méme rayon, application aux séries entiéres
dérivées et intégrées;

Produit de Cauchy de séries entiéres ;

Exemple de série entiére ne convergeant pas normalement sur D(0,R) avec 0 < R < o0
Intégration, dérivation d’une série entiére et unicité du développement ;

Propriété fondamentale de ’exponentielle complexe et conséquences ;

Produit scalaire canonique sur ., (R);

Identités de polarisation ;

Inégalité de Cauchy-Schwarz et cas d’égalité ;

At = Vect (A)*;

SiE=F+G,onaFlG < F=G! < G=F*;

Supplémentaire orthogonal d’un sev de dimension finie et corollaire pour 'orthogonal de
I'orthogonal ;

Contre-exemple en dimension infinie ou FéFL ZEetF ¢ (FHt;

Caractérisation géométrique du projeté orthogonal (dessin obligatoire) ;

Formule de pp(z) avec F = Vect (ey,...,¢e,) ot (e1,...,e,) est orthonormée;
Caractérisation d’un projecteur orthogonal en tant que projecteur 1-lipschitzien ;

Caractérisation métrique du projeté orthogonal (dessin obligatoire) ;

Dans E = Ry[X] muni de (P, Q) = /MOP(t)Q(t)et dt, pour F = Vect (X, X?), détermi-
nation de pg(1) puis d(1,F) (dessin (g)bligatoire) ;

Théoréme d’Abel radial (preuve réservée au groupe au groupe (+));
Orthonormalisation de Gram-Schmidt (preuve du premier énoncé uniquement, réservée
au groupe (+));

Théoréme de représentation de Riesz;

Existence et unicité de I'adjoint ;

Caractérisation d’une isométrie avec l'image d’une base orthonormée ;

Caractérisation d’une symétrie orthogonale comme isométrie parmi les symétries (dessin
obligatoire) ;
Formule de Syect ()1 avec a un vecteur normé;

Caractérisation d’une matrice orthogonale avec les lignes ou colonnes comme base ortho-
normée de R";

La matrice d’une famille de n vecteurs dans une base orthonormée est orthogonale si et
seulement si la famille est une base orthonormée ;

Caractérisation d’une isométrie avec sa matrice dans une base orthonormeée ;
Description des éléments de O2(R) ;
Morphisme de groupes (R, +) — (SO2(R), x);

Orthogonal d’un sev stable par une isométrie ;
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Dans E euclidien orienté de dimension 2 ou 3, écriture matricielle des éléments de SO(E)
dans une base orthonormée directe ;

Réduction des éléments de O~ (E) avec E euclidien de dimension 2;

Réduction dans une base orthonormée d’une isométrie d’un espace euclidien de dimension
n (preuve réservée au groupe (+));

Description des éléments de Oq(R) ;
Morphisme de groupes (R, +) — (SO2(R), x);

Dans E euclidien orienté de dimension 2 ou 3, écriture matricielle des éléments de SO(E)
dans une base orthonormée directe ;

Caractérisation d’'un endomorphisme auto-adjoint avec sa matrice dans une base ortho-
normeée ;

Caractérisation d’'un projecteur orthogonal comme endomorphisme auto-adjoint parmi
les projecteurs;

Stabilité de 'orthogonal d’un sev stable par un endomorphisme auto-adjoint ;
Spectre non vide pour un endomorphisme auto-adjoint ;
Théoréme spectral (version vectorielle et corollaire matriciel) ;

Ecritures de (u(z),x) pour u € .#(E) et x € E dans une base orthonormée de vecteurs
1

propres ou dans la somme @ E,(u);
AESD (u)

Caractérisation spectrale du caractére positif, défini positif pour un endomorphisme auto-
adjoint ;
Encadrement et cas d’égalité pour (u(x),x) avec u € S (E) et z € E;

Pour X, Y indépendantes a valeurs dans E et F respectivement, calcul de P(X € A,Y € B)
avec ACEet BCF;

Si X, Y sont indépendantes, alors f(X) et g(Y) le sont aussi et application au lemme des
coalitions ;

Formule d’antirépartition ;

Théoréme de transfert (preuve réservée au groupe (+));

Linéarité de ’espérance ;

Si X, Y sont dans L! et indépendantes, alors XY € L! et E(XY) = E(X)E(Y);
Si |X| <Y avecY € L1, alors X € Lt et E(|X|) < E(Y);

L2 c L}, produit de 2 variables aléatoires dans L?;

Variance d’une somme (cas général, cas avec décorrélation);

Inégalité de Markov et méthode de Chernoff;

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev ;

Fonction génératrice d’'une somme de variables aléatoires indépendantes ;
Espérance, variance, fonction génératrice d’une loi géométrique ;

Espérance, variance, fonction génératrice d’une loi de Poisson ;

Loi faible des grands nombres ;

Théoréme de Cauchy linéaire d’ordre 1 et d’ordre 2 (sans preuve pour lordre 2);

Variation de la constante pour l'ordre 1;

7
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Structure des solutions d’'une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et d’ordre 2 homo-
géne ou avec second membre;

Equation différentielle satisfaite par le wronskien d’un couple de solutions;

Le wronskien est nul si et seulement s’il s’annule en un point ;

Caractérisation d’un systéme fondamental de solutions;

Solutions d'une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 2 a coefficients constants ;

Solution particuliére d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants
avec second membre polynoéme-exponentielle ;

Variation des constantes pour l'ordre 2;
Résolution compléte de 'équation ta” + 22’ — tz = 0 sur I = ]0;+00| sachant que

h(t)

S . , .
t— — est solution avec les méthodes du wronskien et de Lagrange;
Structure des solutions d’une équation différentielle linéaire vectorielle homogéne ou avec
second membre ;

Caractérisation d’un systéme fondamental de solutions d’une équation différentielle li-
néaire vectorielle ;

Méthode de variation des constantes pour une équation différentielle linéaire vectorielle ;

Calcul de exp ( 0) avec 0 réel;

0 —
6 0
Continuité de exp sur Z(E);

Caractére €°° de t — e'® avec a € Z(E) et dérivée de cette application ;

Exponentielle d’'une matrice diagonale, diagonalisable, trigonalisable ;

Résolution du probléme de Cauchy 2’ = a -z, x(ty) = zo avec a € Z(E);

Résolution du probléme de Cauchy 2’ = a-z+b(t), z(ty) = zg aveca € Z(E), b € ¢°(1,E);
Résolution de X' = AX avec A € 4, (K) diagonalisable ;

Structure des solutions d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n homogéne
ou avec second membre ;

Résolution d’une équation différentielle linéaire scalaire homogéne d’ordre n a coefficients
constants (énoncé et preuve réservés au groupe -+);

Unicité du développement limité ;

Lien entre dérivée et différentielle pour une fonction d’une variable réelle ;
Différentielle d’une composée ;

Dérivée le long d’un arc;

La différentiabilité en un point implique I'existence de dérivée en ce point selon tout
vecteur ;

Expression de df(a) - h en fonction des dérivées partielles 0; f(a) ;
Régle de la chaine

Existence et expression du gradient ;

Caractérisation des fonctions de classe €' (sans preuve) ;

3

x
-5 o 0,0

Caractére non €' de f: (z,y) — { 22 + y? si (z,y) # (0,0) :

0 sinon
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Formule d’intégration le long d'un chemin;

Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs (preuve dans le
cas convexe) ;

Espace tangent & une ligne de niveau (preuve partielle) ;

Théoréme d’optimisation sous contrainte (avec les propositions 19 et 20);
Condition nécessaire d’extremum local sur un ouvert.

Etude au deuxiéme ordre : condition nécessaire d’extremum local ;

Etude au deuxiéme ordre : condition suffisante d’extremum local strict et cas particulier
dans R?;

Pour a € G, (a) = {a", k € Z} et caractére abélien;

Sous-groupes de (Z,+);

Description et cardinal de Z/nZ;

Structure de groupe abélien de (Z/nZ,+);

Cyclicité de (Z/nZ,+) et générateurs;

Description des groupes monogénes ;

Si z est d’ordre fini égal & n, alors ™ = e <= n|m pour tout m € Z;

Si z est d’ordre fini, alors (z) ~ Z/o(z)Z;

Soit (G, ) groupe fini d’ordre n, alors " = e et o(z)|n pour tout z € G (preuve dans le
cas commutatif, preuve dans le cas général pour le groupe +);

Conjugaison de cycles;

Toute permutation de S,, peut se décomposer comme produit d’au plus n — 1 transposi-
tions ;

Bijection entre A, et S,, . A,, et calcul de Card A, ;

Signature d’un p-cycle, exemple de générateur de Ags;

Noyau d’un morphisme d’un anneau commutatif vers un anneau ;

Un anneau commutatif non nul est un corps si et seulement ses seuls idéaux sont triviaux ;
Théoréme de Bézout ;

aNbc=1 < aAb=aANc=1;

Caractérisation de a A b = d avec a ou b non nul;

Théoréme de Gauss;

Pour p premier, p-valuation d’un produit, caractérisation de la divisibilité avec les valua-
tions et application historique & l'irrationalité de v/2;

Formule de a A b, a V b avec les valuations et égalité (a Ab)(a V b) = ab;
Description de U(Z/nZ);

Détermination de l'inverse de 14 dans Z/37Z;

Z/pZ est un corps si et seulement si p premier ;

Théoréme chinois ;

Corollaire du théoréme chinois sur les inversibles ;

T =a [m]

b ] avec m et n entiers premiers entre eux;
r=b|n

Résolution de {

Formule donnant I'indicatrice d’Euler (avec les résultats intermédiaires) ;
Théoréme d’Euler.



