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Exercice 1 (*)

Soient P1, . . . ,Pn dans K[X].

1. Montrer que l'intersection
n⋂

i=1

Pi K[X] est un idéal de (K[X],+,×). On appelle plus petit

commun multiple des Pi le polynôme unitaire ou nul noté P1 ∨ . . . ∨ Pn engendrant cet
idéal.

2. Justi�er que le ppcm des Pi est multiple de chacun des Pi et montrer pour P ∈ K[X]

∀i ∈ [[ 1 ; n ]] Pi|P =⇒ P1 ∨ . . . ∨ Pn|P

Corrigé : 1. Une intersection d'idéaux de K[X] est un idéal et il existe un unique polynôme
unitaire ou nul qui engendre un idéal de K[X]. Ainsi

Le ppcm P1 ∨ . . . ∨ Pn est bien dé�ni.

2. Puis, on a ∀k ∈ [[ 1 ; n ]] (P1 ∨ . . .Pn)K[X] =
n⋂

i=1

Pi K[X] ⊂ Pk K[X]

et pour P ∈ K[X] multiple de chacun des Pi, on a PK[X] ⊂ Pi K[X] pour tout i ∈ [[ 1 ; n ]] d'où

PK[X] ⊂
n⋂

i=1

Pi K[X] = (P1 ∨ . . . ∨ Pn)K[X]. Ainsi

Le ppcm est multiple des Pi et diviseur de tout multiple des Pi.

Exercice 2 (**)

Soit A ∈ Mn(K) une matrice diagonale avec A = diag(A1, . . . ,Ar) et Ai ∈ Mmi
(K) pour

i ∈ [[ 1 ; r ]]. Déterminer χA en fonction des χAi
et πA en fonction des πAi

.

Corrigé : Avec un calcul par blocs, il vient

χA = det diag(XIm1 − A1, . . . ,XImr − Ar) =
r∏

i=1

det diag(XImi
− Ai)

Puis, pour P ∈ K[X], on trouve, à nouveau par un calcul par blocs

P(A) = diag(P(A1), . . . ,P(Ar))

Ainsi P(A) = 0 ⇐⇒ ∀i ∈ [[ 1 ; r ]] P(Ai) = 0

autrement dit P ∈ πAK[X] ⇐⇒ P ∈
r⋂

i=1

πAi
K[X] = (πA1 ∨ . . . ∨ πAr)K[X]

Par conséquent, les polynômes πA et πA1 ∨ . . . ∨ πAr sont associés et unitaires donc égaux. On
conclut

χA =
r∏

i=1

χAi
et πA = πA1 ∨ . . . ∨ πAr
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Exercice 3 (***)

Soit n entier ⩾ 2. Pour σ ∈ Sn, on pose Mσ =
(
δi,σ(j)

)
1⩽i,j⩽n

∈ Mn(R) et fσ ∈ L (Rn) l'applica-

tion dé�nie par

∀j ∈ [[ 1 ; n ]] fσ(ej) = eσ(j)

avec C = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn.

1. Soit σ ∈ Sn. Que représente Mσ pour l'endomorphisme fσ ? Justi�er que la matrice Mσ

est orthogonale.

2. Soit (σ, γ) ∈ S2
n. Déterminer le produit MσMγ.

3. Soit γ =
(
1 . . . n

)
. Déterminer J = Mγ puis χJ et πJ.

4. Soit c ∈ Sn un cycle de longueur n. Justi�er que les matrices Mc et J sont semblables.

5. Soit σ ∈ Sn avec σ =
r∏

i=1

ci sa décomposition en produit de cycles à supports disjoints.

Déterminer χMσ et πMσ en fonction des ℓi avec o(ci) = ℓi pour i ∈ [[ 1 ; r ]].

Corrigé : 1. On a ∀σ ∈ Sn Mσ = matC fσ

Pour σ ∈ Sn, l'application fσ envoie la base orthonormée C sur la base orthonormée
(
eσ(k)

)
1⩽k⩽n

.
Par conséquent

∀σ ∈ Sn Mσ ∈ On(R)

2. Soit (σ, γ) ∈ S2
n. On a

MσMγ = matC fσ ×matC fγ = matC fσ ◦ fγ = matC fσ◦γ

Ainsi ∀(σ, γ) ∈ S2
n MσMγ = Mσ◦γ

Remarque : L'application Φ : Sn → On(R), σ 7→ Mσ réalise un plongement du groupe (Sn, ◦)
dans le groupe (On(R),×), à savoir une application injective réalisant

∀(σ, γ) ∈ S2
n Φ(σ ◦ γ) = Φ(σ)Φ(γ)

3. On trouve J = Mγ =

Å
0 1

In−1 0

ã
Avec un développement selon la première ligne, on obtient χJ = Xn−1. On observe sans di�culté
l'équivalence pour σ ∈ Sn

Mσ = In ⇐⇒ σ = id

On a par récurrence Jk = Mk
γ = Mγk =

Å
0 Ik

In−k 0

ã
pour tout k ∈ [[ 0 ; n ]]. On en déduit la

liberté de la famille (In, J, . . . , J
n−1) d'où

deg πJ = dimR[J] ⩾ n

Comme deg πJ ⩽ n, on en déduit deg πJ = n et comme πJ divise χJ et que ces polynômes sont
tous deux unitaires, on conclut

J =

Å
0 1

In−1 0

ã
χJ = πJ = Xn − 1
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4. Soit c un n-cycle. On dispose de σ ∈ Sn tel que c =
(
σ(1) . . . σ(n)

)
. On véri�e sans di�culté

que γ = σ−1cσ. Ainsi, en observant l'égalité MσMσ−1 = Mid = In, il vient

Mγ = Mσ−1McMσ = (Mσ)
−1McMσ

On conclut Les matrices Mc et J sont semblables.

5. Soit σ ∈ Sn. On note k le nombre de points �xes de σ et σ =
r∏

i=1

ci sa décomposition en produit

de cycles à supports disjoints. On a

[[ 1 ; n ]]∖ suppσ ⊔
r⊔

i=1

supp ci = [[ 1 ; n ]]

Ainsi, notant ℓi la longueur du cycle ci pour i ∈ [[ 1 ; r ]], on dispose de γ ∈ Sn telle que

∀i ∈ [[ 1 ; r ]] ci =

Å
γ

Å
1 +

i−1∑
k=1

ℓk

ã
. . . γ

Å
i∑

k=1

ℓk

ãã
et [[ 1 ; n ]]∖ suppσ = {γ(n− k + 1), . . . , γ(n)}

On obtient alors γcγ−1 =
r∏

i=1

Å
1 +

i−1∑
k=1

ℓk . . .
i∑

k=1

ℓk

ã
d'où Mγcγ−1 = diag(Jℓ1 , . . . , Jℓr , Ik)

avec Jℓ la matrice du cycle
(
1 . . . ℓ

)
pour ℓ entier ⩾ 2. Pour les mêmes raisons que celles

évoquées à la question précédente, les matrices Mσ et Mγcγ−1 sont semblables et un calcul par
blocs donne

χMσ = (X− 1)k
r∏

i=1

χJℓi
= (X− 1)k

r∏
i=1

(Xℓi − 1)

En�n, toujours avec un calcul par blocs, on trouve

πMσ = πJℓ1
∨ . . . ∨ πJℓr

∨ πIk = (Xℓ1 − 1) ∨ . . . ∨ (Xℓr − 1) ∨ πIk

Si l'entier k est non nul, on a πIk = X − 1 mais comme X − 1|Xℓi − 1 pour tout i ∈ [[ 1 ; r ]], on
conclut

πMσ = (Xℓ1 − 1) ∨ . . . ∨ (Xℓr − 1)

Exercice 4 (***)

Justi�er que l'intégrale

∫ 1

0

Å
1

t
−
õ
1

t

ûã
dt est bien dé�nie puis la calculer.

Corrigé : On pose ∀t ∈ ] 0 ; 1 ] f(t) =
1

t
−
õ
1

t

û
On a clairement 0 ⩽ f(t) < 1 pour tout t ∈ ] 0 ; 1 ]. En revanche, le caractère continue par
morceaux requiert une justi�cation. On a

∀n ∈ N∗ ∀t ∈
ò

1

n+ 1
;
1

n

ò
f(t) =

1

t
− n
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Soit [ a ; b ] ⊂ ] 0 ; 1 ]. Déterminons l'intervalle

ò
1

n+ 1
;
1

n

ò
avec n entier non nul contenant a. On

a

1

n+ 1
< a ⩽

1

n
⇐⇒ n =

õ
1

a

û
Ainsi ∀t ∈ [ a ; b ] f(t) =

⌊ 1
a⌋∑

k=1

Å
1

t
− k

ã
1] 1

k+1
; 1
k ]

Cette écriture justi�e que f est continue par morceaux sur tout segment de ] 0 ; 1 ] donc sur ] 0 ; 1 ].
Alors, comme on a f(t) = O(1), on en déduit que f est intégrable sur ] 0 ; 1 ] et par conséquent∫ 1

0

f(t) dt = lim
n→+∞

∫ 1

1
n

f(t) dt

Puis, pour n entier non nul, on trouve∫ 1

1
n

Å
1

t
−
õ
1

t

ûã
dt =

∫ 1

1
n

n∑
k=1

Å
1

t
− n

ã
1] 1

k+1
; 1
k ]

dt

=
n−1∑
k=1

∫ 1
k

1
k+1

Å
1

t
− k

ã
dt∫ 1

1
n

Å
1

t
−
õ
1

t

ûã
dt =

n−1∑
k=1

ï
ln(k + 1)− ln k − 1

k + 1

ò
= lnn−

n∑
k=2

1

k

d'où

∫ 1

1
n

Å
1

t
−
õ
1

t

ûã
dt = lnn−

n∑
k=1

1

k
+ 1 = 1− γ + o(1)

On conclut L'intégrale

∫ 1

0

Å
1

t
−
õ
1

t

ûã
dt converge et vaut 1− γ.

Exercice 5 (***)

Soit f : R → ] 0 ; +∞ [. Montrer

ln ◦f convexe ⇐⇒ ∀α > 0 fα convexe

Corrigé : Supposons ln ◦f convexe. Soit (x, y) ∈ R2 et λ ∈ [ 0 ; 1 ]. On a

ln ◦f(λx+ (1− λ)y) ⩽ λ ln ◦f(x) + (1− λ) ln ◦f(y)

Ainsi, pour α > 0, d'après la propriété fondamentale du logarithme, il vient après multiplication
par α

ln ◦fα(λx+ (1− λ)y) ⩽ λ ln ◦fα(x) + (1− λ) ln ◦fα(y)

En�n, par concavité de ln, on trouve

λ ln ◦fα(x) + (1− λ) ln ◦fα(y) ⩽ ln (λfα(x) + (1− λ)fα(y))

L'implication directe s'en déduit. Supposons fα convexe pour tout α > 0. Soit (x, y) ∈ R2 et
λ ∈ [ 0 ; 1 ]. On a

∀α > 0 fα(λx+ (1− λ)y) ⩽ λfα(x) + (1− λ)fα(y)

Posons ∀α ⩾ 0 φ(α) = λfα(x) + (1− λ)fα(y)− fα(λx+ (1− λ)y)
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On a φ(α) ⩾ 0 pour tout α ⩾ 0 (le résultat vaut aussi pour α = 0 puisque φ(0) = 0). Par
dérivation, il vient

∀α ⩾ 0 φ′(α) = λfα(x) ln ◦f(x)+(1−λ)fα(y) ln ◦f(y)−fα(λx+(1−λ)y) ln ◦f(λx+(1−λ)y)

et en particulier φ′(0) = λ ln ◦f(x) + (1− λ) ln ◦f(y)− ln ◦f(λx+ (1− λ)y)

Or, on a φ′(0) = lim
α→0

φ(α)− φ(0)

α− 0
⩾ 0

On conclut ln ◦f convexe ⇐⇒ ∀α > 0 fα convexe

Exercice 6 (****)

Soit E = Rn muni de sa structure euclidienne canonique, U ouvert borné non vide de E, f ∈
C 2(U,R) et f continue sur Ū. On dé�nit le laplacien de f sur U noté ∆f par

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ U ∆f(x) =
n∑

i=1

∂f

∂x2
i

(x) ou ∆f(x) =
n∑

i=1

∂2
i f(x)

1. Justi�er que f admet un maximum en un point x0 ∈ Ū.

2. On suppose ∆f(x) > 0 pour tout x ∈ U. Montrer

x0 ∈ ∂U et ∀x ∈ U f(x) < Sup
y∈∂U

f(y)

On pourra supposer par l'absurde que x0 ∈ U, justi�er l'existence d'un i ∈ [[ 1 ; n ]] tel que
∂2f

∂x2
i

(x0) > 0 et considérer φ : t 7→ f(x0+tei) avec ei le i-ème vecteur de la base canonique.

On suppose désormais que f est harmonique sur U, i.e. ∆f = 0. On pose

∀ε > 0 gε(x) = f(x) + ε∥x∥2

3. Montrer que gε est continue sur Ū, de classe C 2 sur U et que

∀x ∈ U ∆gε(x) > 0

4. En déduire ∀x ∈ U f(x) ⩽ Sup
y∈∂U

f(y)

Corrigé : 1. Notons E = Rn muni de sa structure euclidienne canonique. Comme l'ouvert U
est borné, il existe R ⩾ 0 tel que U ⊂ Bf (0,R) d'où Ū ⊂ Bf (0,R) = Bf (0,R) puisqu'une
boule fermée est un fermé. Ainsi, l'ensemble Ū est un fermé borné de E de dimension �nie. Par
conséquent, la fonction f continue sur le compact Ū est bornée et atteint ses bornes et donc en
particulier

La fonction f admet un maximum en x0 ∈ Ū.

2. Supposons x0 ∈ U. Par hypothèse, on a ∆f(x0) =
n∑

k=1

∂2
kf(x0) > 0. Si ∂2

kf(x0) ⩽ 0 pour

tout k ∈ [[ 1 ; n ]], alors ∆f(x0) ⩽ 0 ce qui est faux. Ainsi, il existe un entier i ∈ [[ 1 ; n ]] tel que
∂2
i f(x0) > 0. Comme x0 ∈ U avec U ouvert, il existe r > 0 tel que B(x0, r) ⊂ U. On a pour t réel

x0 + tei ∈ B(x0, r) ⇐⇒ |t| < r

On pose ∀t ∈ ]−r ; r [ φ(t) = f(x0 + tei)
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La fonction φ est de classe C 2 sur ]−r ; r [ et admet un maximum en zéro puisque f admet un
maximum en x0. Alors, comme zéro est un point intérieur à ]−r ; r [, on a

φ′(0) = 0 et φ′′(0) = ∂2
i f(0) > 0

D'après le théorème de Taylor-Young, il vient

φ(t)− φ(0) = φ′′(0)
t2

2
+ o(t2) =

t2

2
(φ′′(0) + o(1))

qui est strictement positive au voisinage de zéro ce qui prouve qu'il s'agit d'un minimum strict,
ce qui est absurde. Ainsi, la fonction f atteint son maximum sur Ū en un point x0 ∈ Ū∖U = ∂U
d'où

Sup
x∈Ū

f(x) = f(x0) ⩽ Sup
x∈∂U

f(x) ⩽ Sup
x∈Ū

f(x)

et ce maximum n'est atteint en aucun point de U d'après ce qui précède d'où

x0 ∈ ∂U et ∀x ∈ U f(x) < Sup
x∈∂U

f(y)

3. Soit ε > 0. On a ∀x ∈ Ū gε(x) = f(x) + ε
n∑

i=1

x2
i

Ainsi, la fonction gε est somme de la fonction f et d'une fonction polynomiale qui est de classe
C ∞ sur Ū et on en déduit

gε ∈ C (Ū,R) et gε ∈ C 2(U,R)

Par dérivation on trouve

∀x ∈ U ∀i ∈ [[ 1 ; n ]] ∂2
i gε(x) = ∂2

i f + 2ε

d'où ∀x ∈ U ∆gε(x) = ∆f + 2nε = 2nε > 0

4. Soit ε > 0. D'après le résultat de la question 2, on a

∀x ∈ U f(x) ⩽ gε(x) < Sup
y∈∂U

gε(y)

puis ∀y ∈ ∂U gε(y) = f(y) + ε∥y∥2 ⩽ Sup
y∈∂U

f + ε Sup
y∈∂U

∥y∥2

la borne supérieure Sup
y∈∂U

∥y∥2 étant �nie puisque ∂U ⊂ Ū qui est borné. Ainsi, on trouve

Sup
y∈∂U

gε(y) ⩽ Sup
y∈∂U

f + ε Sup
y∈∂U

∥y∥2

d'où ∀x ∈ U ∀ε > 0 f(x) < Sup
y∈∂U

f + ε Sup
y∈∂U

∥y∥2

Pour x ∈ U, faisant tendre ε → 0, on conclut

∀x ∈ U f(x) ⩽ Sup
x∈∂U

f

Remarque : Ce résultat est intitulé principe du maximum.
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Exercice 7 (***)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé, (Xn)n⩾1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
même loi à valeurs dans N et N une variable aléatoire indépendante des Xn à valeurs dans N.

On pose ∀ω ∈ Ω SN(ω) =
N(ω)∑
k=1

Xk(ω)

1. Justi�er que SN est une variables aléatoire discrète.

2. Montrer l'égalité GSN = GN ◦GX1 .

3. On suppose X1 et N d'espérance �nie. Montrer que SN est d'espérance �nie et préciser
E(SN) en fonction de E(N) et E(X1).

4. On suppose que X1 ∼ B(p) et N ∼ P(λ) avec λ > 0. Déterminer la loi de SN.

5. Retrouver le résultat précédent sans passer par les fonctions génératrices.

Corrigé : 1. On a clairement SN(Ω) ⊂ N puis

∀k ∈ N {SN = k} =

+∞⊔
n=0

Å
{N = n} ∩

ß
n∑

i=1

Xi = k

™ã
et

n∑
i=1

Xi est une variable aléatoire comme fonction du vecteur aléatoire (X1, . . . ,Xn). Ainsi, pour

k entier, l'ensemble {SN = k} est une union dénombrable d'événements donc un événement ce
qui prouve

L'application SN est une variable aléatoire réelle discrète.

2. Soit t ∈ [ 0 ; 1 ]. Par transfert puis probabilités totales avec le système complet ({N = n})n∈N
et indépendances des Xk avec N, il vient

GSN(t) =
+∞∑
j=0

tjP(SN = j) =
+∞∑
j=0

tj
Å

+∞∑
n=0

P
Å

N∑
k=1

Xk = j,N = n

ãã
=

+∞∑
j=0

Å
+∞∑
n=0

tjP
Å

n∑
k=1

Xk = j

ã
P(N = n)

ã
D'après le théorème de Fubini pour des familles à termes positifs et indépendance des Xk, on
obtient

GSN(t) =
+∞∑
n=0

Ç
+∞∑
j=0

tjP(Sn = j)

å
P(N = n) =

+∞∑
n=0

GSn(t)P(N = n) =
+∞∑
n=0

GX1(t)
nP(N = n)

D'où GSN = GN ◦GX1

3. On a GN et GX1 dérivable en 1. Comme GX1(1) =
+∞∑
k=0

P(X1 = k) = 1, on a donc GN ◦ GX1

dérivable en 1 ce qui prouve que SN est d'espérance �nie et on trouve

E(SN) = G′
SN
(1) = G′

X1
(1)G′

N ◦GX1(1) = G′
X1
(1)G′

N(1)

On conclut La variable SN est d'espérance �nie et E(SN) = E(X1)E(N).

Remarque : La dernière égalité est appelée identité de Wald.

4. On a

∀t ∈ [ 0 ; 1 ] GSN(t) = GN(GX1(t)) = GN(pt+ 1− p) = eλ(pt+1−p−1) = eλp(t−1)
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Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on conclut

SN∼P(pλ)

5. Soit k ∈ N. La famille ({N = n})n∈N est un système complet d'événements. D'après la formule
des probabilités totales, il vient

P(SN = k) =
+∞∑
n=0

P(SN = k,N = n) =
+∞∑
n=0

P
Å

n∑
i=1

Xi = k,N = n

ã
Les variables Xi et N sont indépendantes d'où

P(SN = k) =
+∞∑
n=0

P
Å

n∑
i=1

Xi = k

ã
P(N = n)

On a
n∑

i=1

Xi ∼B(n, p) d'où P
Å

n∑
i=1

Xi = k

ã
= 0 pour n < k et par suite

P(SN = k) =
+∞∑
n=k

P
Å

n∑
i=1

Xi = k

ã
P(N = n) =

+∞∑
n=k

(
n
k

)
pk(1− p)n−kλ

n

n!
e−n

D'où ∀k ∈ N P(SN = k) =
(λp)k

k!
e−λ

+∞∑
n=k

(λ(1− p))n−k

(n− k)!

Avec le changement d'indice ℓ = n− k, on reconnaît une exponentielle

∀k ∈ N P(SN = k) =
(λp)k

k!
e−λ

+∞∑
ℓ=0

(λ(1− p))ℓ

ℓ!
=

(λp)k

k!
e−λeλ(1−p) =

(λp)k

k!
e−λp

Ainsi SN∼P(pλ)

Exercice 8 (**)

Soit E euclidien et u ∈ O(E) véri�ant Tr (u) = dimE. Déterminer u.

Corrigé : Soit B = (ei)1⩽i⩽n base orthonormée de E. On a

Tr (u) =
n∑

i=1

⟨u(ei), ei⟩

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

∀i ∈ [[ 1 ; n ]] ⟨u(ei), ei⟩ ⩽ ∥u(ei)∥∥ei∥

et par conséquent

Tr (u) = dimE ⇐⇒ ∀i ∈ [[ 1 ; n ]] ⟨u(ei), ei⟩ = ∥u(ei)∥∥ei∥

On en déduit que pour tout i ∈ [[ 1 ; n ]], les vecteurs u(ei) et ei sont positivement liés et comme
l'endomorphisme u est une isométrie, la seule possibilité est d'avoir u(ei) = ei pour tout i ∈
[[ 1 ; n ]] d'où

u = id

Variante : On note n = dimE. Soit B base orthonormée de E. Les colonnes de matBu =(
ai,j

)
1⩽i,j⩽n

forment une base orthonormée de Rn d'où |ai,j| ⩽ 1 pour tout (i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2.

Ainsi, il vient Tr (u) = Tr matBu =
n∑

i=1

ai,i ⩽ n
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d'où Tr (u) = n ⇐⇒ ∀i ∈ [[ 1 ; n ]] ai,i = 1

Or, on a ∀j ∈ [[ 1 ; n ]]
n∑

i=1

a2i,j = 1 +
∑

i∈[[ 1 ;n ]]∖{j}
a2i,j = 1

d'où ∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 ai,j = δi,j

On retrouve le résultat annoncé.

Exercice 9 (**)

Soit E euclidien de dimension n et f ∈ S (E) . On note λ1 ⩽ . . . ⩽ λn les valeurs propres de f .

1. Montrer que ∀x ∈ E λ1∥x∥2 ⩽ ⟨f(x), x⟩ ⩽ λn∥x∥2.
2. Montrer que si une des inégalités est une égalité avec x ̸= 0, alors x est vecteur propre.

3. Soit (e1, . . . , en) une base orthonormée de E telle que ⟨f(ei), ei⟩ = λi pour tout i ∈ [[ 1 ; n ]].

Montrer ∀i ∈ [[ 1 ; n ]] f(ei) = λiei

Corrigé : 1. D'après le théorème spectral, on a E =
⊥⊕

λ∈Sp (u)

Eλ(f). Pour x ∈ E, on note x =∑
λ∈Sp (f)

xλ sa décomposition dans la somme directe associée. On trouve

∀x ∈ E ⟨f(x), x⟩ =
∑

λ∈Sp (f)

λ∥xλ∥2 et ∥x∥2 =
∑

λ∈Sp (f)

∥xλ∥2

la deuxième égalité résultant du théorème de Pythagore. Ainsi

∀x ∈ E λ1∥x∥2 ⩽ ⟨f(x), x⟩ ⩽ λn∥x∥2

2. Supposons ⟨f(x), x⟩ = λn∥x∥2. Il s'ensuit∑
λ∈Sp (f)∖{λn}

(λ− λn)︸ ︷︷ ︸
<0

∥xλ∥2 = 0 ⇐⇒ x = xλn ∈ Eλn(f)

La preuve est identique avec λ1. On conclut

Si une des inégalités est une égalité avec x ̸= 0, alors x est vecteur propre.

3. On procède par récurrence sur n. Le cas n = 1 est immédiat. Supposons le résultat vrai au
rang n− 1 ⩾ 1 et considérons E muni d'une base orthonormée (e1, . . . , en). D'après la question
précédente, on a f(en) = λnen d'où la stabilité de Vect (en) par f et donc également la stabilité de
Vect (en)

⊥ puisque l'endomorphisme f est auto-adjoint. On applique l'hypothèse de récurrence
à l'endomorphisme induit fVect (en)⊥ et on conclut

∀i ∈ [[ 1 ; n ]] f(ei) = λiei

9


