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Feuille de révisions n°4

Exercice 1 (**%*)

Soit E un K-evn, K un compact convexe non vide et u € Z.(E) tel que u(K) C K. On note
C = (id —u)(K) puis on pose

1 n—1
Vn € N* Up = — > uf et x,=(id —u)ou,(a) avec a€K
Ng=0
1. Montrer que C est un compact.
2. Montrer que (z,), € CY puis z,, — 0.
n—0o0

3. En déduire que u admet un point fixe dans K.

Corrigé : 1. On a id —u continue et C = (id —u)(K) est 'image directe d’'un compact par une
application continue donc

’L’ensemble C est compact.‘

2. Par récurrence immeédiate, on a u*(K) C K pour tout k entier. Par convexité de K, on a

1n=l
Vn € K x N* un(a):ﬁZuk(a) e K
k=0

Par conséquent, on a z, € (id —u)(K) pour tout n entier. Puis, par téléscopage,

VneN oz, = %:Z::; [u*(a) — uF T (a)] = % [a — u"(a)]

I’ensemble K est compact donc borné et par conséquent, il existe M > 0 tel que

1 2M
Ve N |z, < = (af| + [[u"(a)]]) < —
n n
On conclut (1) €CYN et z, ——0
n—oo

3. L’ensemble C est compact donc fermé. Or, on a construit une suite a valeurs dans C convergente
de limite nulle. Par fermeture de C, on en déduit

0€C=(id —u)(K)

Autrement dit dJreK | ulx)==x

Remarque : Il s’agit du théoréme de Markov-Kakutani.

Exercice 2 (*%*)

1. Soient A, B dans K[X] avec deg A < deg B. On suppose B scindé a racines simples avec
B=MA][](X— a;). Montrer
i=1




n

2. Soit z1,. .., 2, des complexes non nuls deux & deux distincts. On note P = 11 (X — z).

k

Calculer L our k€ [0;n—1

Corrigé : 1. D’aprés le théoréeme de décomposition en éléments simples, on dispose de scalaires
A; tels que

A2\
E a ;X — Q4
Pour déterminer les \;, on effectue 'opération suivante
A
Vie[l;n] [—(X—ai)} =\
B | X=a

Or, en écrivant B = (X — a;)Q; avec Q; € K[X], on constate que P'(a;) = Q;(«;) et il s’ensuit

A A(o)
B ile’(ai)(X — ;)

n

Variante : On peut retrouver directement le résultat du théoréme. Soit (L;)1<i<n la base des
n

polynémes d’interpolation de Lagrange de K, _1[X] associée & (a;)1<icn- On a A = Y A(ay)L;

i=1
d’ou
A n A(Oéi>Lz ¢ A(ai)
Sy =)=
B 4—Z B im1 B (i) (X — )
Xk+1 n Zk—i-l
2. Pour k € [0; n—2 B l
our k € [0;n [, ona P Z;P’(Z'i)(X - %)
no ok
Substituant X par zéro, il vient P TEy
Pour k =n — 1, on a deg X¥*! = n donc il faudrait isoler la partie entiére du reste. On a
i | =1 BT =
Pl T R En R
Substituant X par zéro, on trouve —1= _2-221 P’(Zzii)zi
. n Sk
Ainsi vke[0;n—1] ;P’(zi) Ok

Exercice 3 (***)

Pour p et n entiers, on note S,,, le nombre de sujections d’un ensemble a p éléments dans un
ensemble a n éléments.

n

1. Etablir V(n,p) €N n? =3 (})S,x
k=0

. . S .
2. Soit p entier et R le rayon de convergence de Zi‘nz". Justifier R = +o0.
n!

2



3. Déterminer une expression sommatoire de S, ,, pour p et n entiers.

Corrigé : 1. Soit p et n entiers. Choisir une application de [1; p] dans [1; n] équivaut a choisir
la taille de I'ensemble image, c’est-a-dire un entier £ € [0; n], puis les k éléments de I'image
avec (Z) fagons de faire ce choix. Notant .7 (E, F) les surjections de E sur F, on a
[1;n]trl =] | || Z([1;p],Y)
—_——

k=0YC[1;n],Card Y=k  aq=g ,
- ~p,

n
Ainsi n? =3 (7)Spx
k=0
: . Spn _ 1"
2. Soit p entier. On a Vn eN 0 —F < —
n! n!

. . n? . 2" . 1
et la série entiere 5 —2" a méme rayon de convergence que } — a savoir +0o0. On en déduit
n!

R > +o00 autrement dit
R =+00

Variante : On peut aussi observer tout simplement S,,, = 0 pour tout n > p ce qui garantit

S
_p"" r") est bornée pour tout r > 0.

que la suite <
n!

n
n
3.0n a V(p,n) € N? — =y =
. : . . Sp.n 2"
Soit p entier. Les séries entiéres Z—'z” et Z—' ont chacune un rayon de convergence +oo et
d’aprés le théoréme du produit de Cauchy pour des séries entiéres

+00 P +00 +00 M
VzeC Zn—'z":< SLTZ") (Zz )
! n=0 TV

n=0T0 n=0 n!
N—_——

—e?

On en déduit en particulier, toujours d’aprés le théoréeme du produit de Cauchy

+00 Sp’n " . +oonp "
Vr € R le::o?x =e (nzzjoax )
+00 x" +oo pP +o0o n kp(_l)nk)
— 1) = oan | = n
(Zeor) (Z5) = 2 (S sm) -

Par unicité du développement en série entiére, il vient

S n gP(—1)nk
V. N pn R S
ne nl A=)
Et on conclut V(p,n) € N? Spn = D (Z)(—l)nfkkp
k=0

Exercice 4 (**)

Soit E un K-ev de dimension finie et u,v dans .Z(E), diagonalisables et tels que wov = v o .
Montrer qu’il existe une base de diagonalisation pour u et v.



Corrigé : Ona E= @ E,(u). Pour A € Sp (u), comme u et v commutent, alors E,(u) est
AESD (u)
stable par v. Notons v, 'endomorphisme induit par v sur Ey(u). On a v, diagonalisable car
induit par un endomorphisme diagonalisable sur un sous-espace stable. Ainsi, on peut trouver
A une base de E,(u) qui soit base de diagonalisation de v). Mais cette base est également
constituée de vecteurs propres de u (associés a ). Ainsi, en concaténant & = |4 %), on
AESD (u)

obtient une base de diagonalisation simultanée de u et v et on conclut

’Il existe une base de diagonalisation pour u et v.‘

Exercice 5 (**)

Etudier la nature de la série en fonction du parametres « et 3 réels.

=enIn(n)?

Corrigé : Sia <1, o0n a

. 1 1
par croissances comparées d’ou - = o|———
n n—+oo ne ln(n)ﬁ

et par comparaison de séries a termes positifs et critére de Riemann, on en déduit la divergence

1
de la série >, ————. On suppose a > 1. Soit v € |1;«[. On a, soit directement, soit par
San®In(n)s

croissances comparées (selon le signe de [3)
1

> 0
ne—"y ln(n)ﬁ n—00

1 1
d’ou —— = o|—
n*In(n)B no+oo =\ 7Y
et par comparaison de séries & termes positifs et critére de Riemann, on en déduit la convergence
de la série >

————— . On suppose enfin a = 1. Si f <0, 0on a
asen®In(n)s

1 1
Vn > 2 > =
n

nin(n)? ~
d’otu la divergence de la série  ————— par comparaison. Pour > 0, la fonction ¢t — ——

8 nz}gnln(n)ﬁ P P & tln(t)?
est continue, décroissante, positive sur [2;+00[ donc, par comparaison série/intégrale, la série

+00
. dt

est de méme nature que 'intégrale ——— . Enfin, avec le changement u = In't,

nsanIn(n)? o tln(t)8
+00 dt +00
les intégrales et — sont de méme nature. Ainsi, avec le critére de Riemann,
o t(Int)s In(2) u?
on conclut
La série converge si et seulement sia >1loua=1et > 1.
ggna In(n)? & b




Exercice 6 (***)

Veérifier 'existence puis calculer
dt

+oo
Vn > 2
/0 t+1)(t+2)...(t+n)
Corrigé : Soit n > 2. On pose

VEZ 0 fa(t) =

1
t+1)(t+2)... (t+n)

1
On a f, € €m([0;+00[,R) et f,(t) = O <t2> d’ott son intégrabilité sur [0;+oo[. Notons

t—+o00

P=]J](X+k)et P=(X+Ek)P; pour k € [1; n]. Par décomposition en éléments simples, il
k=1
existe des réels oy tels que
1 n (675
P ,;X +k

Pour k € [1; n] fixé, multipliant I’égalité précédente par X + k puis substituant X = —k, on
trouve

Vke[l;n] B
yn ap = Pk(—k)
k—1 n
avec Pr(=k)=[1(=k—1)) [I G—k)= (=) k—1)!(n—k)
i=1 i=k-+1
1 1 n 1
d’ot i -1 k—1(n—1
o Sl TP D A (R} ey
Ainsi, pour > 0, il vient par linéarité de 'intégrale
/ fult) dt = ) (1) ) e+ ) = TG
- k
( ) Z( DF1() {ln(x) +1In (1 + ;) - ln(k‘)}
Or, un changement d’indice montre que Z (—1)F1(7~]) = (1—1)"! et faisant tendre x — <00,

k=1
on conclut

e dt n
"=z /0 (t+1)(t+2)...(t—|—n):(n_l)l];( D*(321) In(k)

Exercice 7 (***)

1. Montrer que O, (R) est un sous-groupe compact de GL,(R).

2. Soit A € . T(R). Montrer qu’il existe S € . " (R) telle que A = S2.

3. Pour A € GL,(R), montrer qu’il existe O € O,(R) et S € ., (R) telles que A = OS.
4

. Montrer que si G est un sous-groupe compact de GL,(R) contenant O, (R), alors G =
O, (R).



Corrigé : On rappelle qu'une matrice S € ;' 7 (R) est une matrice symétrique réelle vérifiant
XTSX > 0 pour tout X € 4, 1(R) ~ {0} et on a la caractérisation pour S € .7,(R)

S e SH(R) <= Sp(S) C]0;400]

1. On al, € O,(R). Soient A, B dans O, (R). Alors (AB)"AB =1, et (A"})TA~1 = AAT =1,.
Puis, munissant .#,(R) du produit scalaire canonique, on a clairement O,(R) C S(0,+/n) et
O,(R) = o' ({I,}) avec ¢ : M € A, (R) — MT'M continue car a coordonnées polynomiales.
Ainsi, 'ensemble O,(R) est un sous-groupe de GL,(R) et est un fermé borné de l'espace de
dimension finie ., (R). On conclut

L’ensemble O,,(R) est un sous-groupe compact de GL, (R).

2. D’aprés le théoréme spectral, on dispose de P € O, (R) telle que PTAP = diag(\y,..., \;)
avec les \; > 0. On note D = PTAP et on pose A = diag(v/A1, ...,V ) puis S = PAPT. On
vérifie sans difficultée S € .7+ (R) et S? = PA?PT = PDP' = A. Ainsi

Il existe S € .77 (R) telle que A = S%.
3.0naATA € .Z/H(R) puisque pour X € ., ;(R) \ {0}
XTATAX = |[AX]2 > 0
Ainsi, il existe S € 7T (R) telle que ATA = S2. On a S inversible puisque pour X € ., ;(R)
SX=0 = X'SX=0 = X=0
On pose ensuite O = AS~! et on a
070 = (AS1)TAS 1 =S TATAS 1 =§1825- 1 = [,

On conclut VA € GL,(R)  3(0,8) € O,(R) x Z+F(R) | A=O0S

4. Soit G sous-groupe compact de GL,(R) contenant O,(R) et soit A € G. On utilise le résultat
de la décomposition polaire : il existe O € O,(R) et S € .77 (R) telles que A = OS. Ainsi, on
aS=0"TA € G et par conséquent

VEkeN SteG
La suite (S*); est a valeurs dans G compact donc il existe ¢ extractrice telle que
Setk) —— S* € G

k—o0
D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O,(R) telle que PTSP est diagonale. Soit A € Sp (S)
et X € A, 1(R) normée avec SX = AX. Par continuité du produit matriciel et du produit scalaire
(bilinéaire en dimension finie), on a

AP = (§eX X) —— (S*X, X) = A*

n—o0o
puis SeX = A\ X — S*X = \*X
—00
SiA>1,il vient <S’“X, X> =MW — 0
k—+o00

ce qui contredit existence dune sous-suite convergente pour (A\¥);. Si A < 1, on trouve
(SFX,X) =XF —— 0
k—+00
Aprés extraction, on aurait donc A* = 0 ce qui est absurde puisqu’on a \* € Sp (S*) avec S* €
G C GL,(R) d’ou S* inversible. Par conséquent, on Sp (S) = {1} et comme S est diagonalisable,
elle est semblable a I,, et donc S =1,,, d’ou A = O. On conclut

G = O,(R)

6



Exercice 8 (**)
Soit M € #7,(R) et f € Z(R™) canoniquement associé a M.

1. Montrer I'inclusion Sp (M) C iR.
2. Montrer Ker f1Im f. En déduire g = fi, f € GL(Im f) et rg M pair.

3. Montrer que ¢ diagonalisable.
Corrigé : 1. Soit X # 0 tel que MX = AX. Par suite
MTX = AXT puis —XTMX = AXTX et MX = AX puis X' MX = A\X"X

Il s’ensuit que A = —\ et on conclut Sp (M) C iR

2. Soit (x,y) € Ker f x E. On note X = matyz et Y = matyy avec € base canonique de R”".

On a (o, F()) = XTMY = —(MX)Y = — (f(2), ) = 0
Par suite, on obtient Ker g = Ker fNIm f = {0g} d’ou
g € GL(Im f)

Si rg (M) est impair, alors x, admet une racine réelle ce qui est absurde puisque

Sp (9) € Sp (f) ~ {0} = Spr(M) ~ {0} =2

On conclut ’Le rang de M est pair.‘

Remarque : On pourrait aussi utiliser det(g) = det(g*) en observant g* = —g.

3. On a (f(z),y) = — (=, f(y)) pour tout (z,y) € E2 D’ou, pour (z,y) € (Im f)?
(9*(x),y) = (2 (@), 9) = = (f(2), f(W)) = (2, 2 () = (x, 9°(y))

D’apreés le théoréme spectral, on conclut

L’endomorphisme ¢* est diagonalisable.

Exercice 9 (****)

Soit E un K-evn. Montrer que les seules parties ouvertes et fermées de E sont & et E lui-méme.

Corrigé : Soit A une partie ouverte et fermée et non vide de E. Supposons A # E. Soit a € A
et b ¢ Al

On pose VteR o(t) =a+tb—a)

et I={te[0;1] | o(t) € A}

L’ensemble I est une partie non vide car 0 € I et majorée par 1 donc admet une borne supérieure

finie a € [0;1]. Par caractérisation séquentielle, il existe (o), € IV telle que a,, —— .
n—oo

L’application ¢ est continue car ||b — al|-lipschitzienne et par continuité, on a
plom) —— pla) € A=A
n—o0

Par ailleurs, 'ensemble A est ouvert donc il existe r > 0 tel que B(¢(«),r) C A. 1l s’ensuit

90( ;>290(Oz)+rb_—a B(p(a),r) CA et a+

— c —_— >
T —a] 2o —a] oM —aj

7



ce qui est absurde par définition de « en tant que borne supérieure de I. L’hypothése qu’il existe
une partie A ouverte et fermée non vide de E et distincte de E est donc fausse. On conclut

’Les parties ouvertes et fermés de E sont @ et E lui—méme.‘

Variantes : 1. On a ¢(1) =b ¢ A d’ou a < 1 et par définition de «, on a ¢(t) ¢ A pour tout

t €]a;1]. Comme E ~ A est fermé, considérant une suite (8,), € Ja;1]" avec 8, — a, il
n—oo

vient par continuité

@(ﬁn) m gO(Oz) cENA

ce qui contredit p(«) € A.

2. On montre que l'indicatrice 1, est continue. Si x € A, alors il existe U ouvert C A tel que
1a(y) = 1 pour tout y € U d’ou la continuité. Si x ¢ A, on fait de méme puisque E ~ A est
ouvert. Ainsi, on a t — Tx(xt + (1 — t)y) continue avec © € A et y ¢ A et on obtient une
contradiction.

Exercice 10 (***)

Soit (2,47, P) un espace probabilisé et (Xy)g>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi avec P(X; = 1) = p, P(X; = —1) =1 —pet p € ]0;1][. Pour n entier, on note

S, = > X} avec la convention Sy = 0 et p, = P(S,, = 0). On pose
k=1

T = Inf {neN*|S, =0}
avec la convention Inf @ = +0co. On note ¢, = P(T = n) pour n entier non nul et gy = 0.

14+ Xy

1. Soit n entier non nul. Déterminer la loi de S,,. On pourra poser Y = pour tout
k entier nul nul.

n

2. Etablir Vn € N* Pon = Y Q2kD2(n—k)
k=0

3. Justifier que les séries entiéres > p,t"™ et > ¢,t" admettent des rayons de convergence > 1.
On note respectivement f et g leurs sommes sur | —1;1].

4. Montrer Vie]—1;1] ft)=1+ f(t)g(t)

1
v1—-1

du développement devront étre exprimés en fonction du coefficient binomial (211") avec n
entier.

5. Déterminer le développement en série entiére de ¢ — sur | —1;1[. Les coefficients

6. En déduire une expression de f(¢) pour ¢t € | —1;1[ puis une expression de g, pour n
entier non nul.

Corrigé : 1. On note X; le déplacement du pion a I'instant i. La suite (X;);>1 est constituée de
variables i.i.d. avec P(X; =1) =p, P(X; =—-1)=1—petona S, =

1+ X . . n1+ X,
Les variables +2 sont i.i.d. de loi Z(p) d'on U, = > i

=1

X, pour tout n entier.
i=1

~ HAB(n,p). Ainsi

Vke[0;n]  P(S,=2k—n)=P(U, =k) = (")pk1 —p)~*




Remarque : En particulier, on observe que S,(2) ={k € [—-n;n] | k+n € 2N}.

2. On observe

n—1

{T=n}={S,=0}n[){S#0}

k=1
En particulier, pour n entier, on a {T = 2n + 1} C {Ss,4+1 = 0} qui est impossible. Puis, pour n
entier non nul, il vient en considérant le premier retour a l'origine en 2k avec k € [0; n]

{Sgn—o}—{Sgn—o}ﬂU{T—k}—{SQH_O}HU{T—%}
:|i|{T:2k:,SQk+ z XZ-:()} U{T_Qk}ﬂ{ % Xi:()}

i=2k+1 i=2k+1
2n
Les événements {T =2k} et < >  X; =0, sont indépendants et il vient
=241

]P(SZn = O) = iP(T = Qk)P ( % Xi= 0) Z]P)( ) (Sz(n k) = 0) iQQkPQ(nfk)

i=2k+1 k=1

n
Ainsi Vn € N* Pon = Y Q2kDP2(n—k)
k=0

3. Immeédiat.

4. On consideére v : t — Zpgnt” etv:t— qunt" dont le rayon de convergence est > 1. On a
n=0 n=0
avec la complétion gy = 0

el -l ut)=pot Sopt" =1+ 5 (S n)

n=1 n=0 “k=0
Par produit de Cauchy de séries entiéres, il vient

vie]-1;1] ()_1+<Zan )(§p2ntn>:1+u(t>v<t)

1l s’ensuit Vie]—1;1] u(t?) =1+ u(t*)v(t?)

C’est-a-dire Vie]—-1;1] ft) =1+ f(t)g(t)

5. En complétant les produits a la Wallis, il vient

_HZ(—%) (—1—1)ﬁi~(—%—n+1)$n
1k 3%, L (2n—-1)

=1+

n=1 2””'

Vie]|—-1;1]

1
\/1—25

=1+ 2(2")4n

6. Soit t €] —1;1[. On a

+00

f(t) = ant = sznt2" = > () (p(1 = p)t*)"

n=0



On adp(l—p) €[0;1] dou 4t*p(1 —p) € [0;1[ pour t € | —1;1][ et on conclut
B 1
V1= 42p(1 - p)

La fonction f croit sur [0;1[ comme somme (infinie) de fonctions croissantes d’ou f(t) > f(0) =
1> 0pourte[0;1]puis

vie]-1;1[  f(1)

Wi gl = 1= =1- I =7)

En procédant comme a la question 5, on trouve

Vte[-1:1] Ml—tzl—i%t”

d’ou Vtel0;1] g(t):ii%

Par unicité du développement en série entiére, on conclut
Cr'—=p)" _ pan
(2n —1) 2n — 1

Vn € N* Qon =

10



