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Exercice 1 (****)
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 ∈ Mn(R) et Pn = χAn

1. En considérant Pn(2 cos(θ)) avec θ ∈ ] 0 ; π [, déterminer une expression factorisée de Pn.

2. En déduire que la matrice An est diagonalisable et préciser ses éléments propres

Corrigé : 1. Soit θ ∈ ] 0 ; π [. En développant sur la première ligne, on trouve pour n ⩾ 3

Pn(2 cos(θ)) = 2 cos(θ)Pn−1(2 cos(θ))− Pn−2(2 cos(θ))

Ainsi, la suite (Pn(2 cos θ))n⩾1 est récurrente linéaire d'ordre 2 d'équation caractéristique

r2 − 2 cos(θ)r + 1 = 0

Les racines e
+− iθ sont complexes conjuguées d'où l'existence de réels λ, µ tels que

∀n ⩾ 1 Pn(2 cos(θ)) = λ cos(nθ) + µ sin(nθ)

On a P0(2 cos(θ)) = 1 et P1(2 cos(θ)) = 2 cos(θ). Puis, on trouve®
P0(2 cos(θ)) = λ = 1

P1(2 cos(θ)) = λ cos(θ) + µ sin(θ) = 2 cos(θ)
⇐⇒

λ = 1

µ =
cos(θ)

sin(θ)

Ainsi, on obtient

∀n ∈ N Pn(2 cos(θ)) =
sin(θ) cos(nθ) + sin(nθ) cos(θ)

sin(θ)
=

sin((n+ 1)θ)

sin(θ)

Soit n entier non nul. On a

Pn(2 cos(θ)) = 0 ⇐⇒ sin((n+ 1)θ) = 0 ⇐⇒ θ ∈
ß

kπ

n+ 1
, k ∈ Z

™
La fonction θ 7→ cos(θ) étant injective sur ] 0 ; π [, on a

Card

ß
kπ

n+ 1
, k ∈ [[ 1 ; n ]]

™
= Card

ß
cos

Å
kπ

n+ 1

ã
, k ∈ [[ 1 ; n ]]

™
Comme Pn est unitaire de degré n et qu'on vient d'exhiber n racines distinctes, on conclut

∀n ∈ N∗ Pn =
n∏

k=1

Å
X− 2 cos

Å
kπ

n+ 1

ãã
Remarque : La suite (Pn(2 cos(θ)))n est la suite des polynômes de Tchebychev de seconde es-
pèce.

1



2. Soit n entier non nul. La matrice An admet n valeurs propres distinctes donc est diagonalisable
par condition su�sante. Notons

∀k ∈ [[ 1 ; n ]] θk =
kπ

n+ 1

On a

(An−2 cos(θk)In)X = 0 ⇐⇒ ∀ℓ ∈ [[ 1 ; n ]] xℓ−1−2 cos(θk)xℓ+xℓ+1 = 0 avec x0 = xn+1 = 0

La suite (xℓ)ℓ∈[[ 0 ;n+1 ]] est récurrente linéaire d'ordre 2 et comme à la première question, on
obtient l'existence de α, β réels tels que

∀ℓ ∈ [[ 0 ; n+ 1 ]] xℓ = α cos(ℓθk) + β sin(ℓθk)

La condition x0 = 0 fournit α = 0 et on obtient

∀ℓ ∈ [[ 1 ; n ]] xℓ = β sin

Å
ℓkπ

n+ 1

ã
On conclut

La matrice An est diagonalisable avec Sp (An) =

ß
cos

Å
kπ

n+ 1

ã
, k ∈ [[ 1 ; n ]]

™
et E2 cos( kπ

n+1)
(An) = Vect

Å
sin

Å
kπ

n+ 1

ã
, . . . , sin

Å
nkπ

n+ 1

ãã
pour k ∈ [[ 1 ; n ]].

Remarque : On peut invoquer le théorème spectral pour la diagonalisabilité de la matrice
symétrique réelle An.

Exercice 2 (**)

Résoudre sur
]
−π

2
;
π

2

[
l'équation di�érentielle linéaire

y′′ + y = tan(t) (L)

Corrigé : Notons I =
]
−π

2
;
π

2

[
. Le couple (cos, sin) est un système fondamental de solu-

tions. On procède ensuite par variation des constante. Une solution de (L) est donnée par
x = λ cos+µ sin avec λ, µ : I → R dérivables, solutions pour tout t ∈ I de®

λ′(t) cos(t) + µ′(t) sin(t) = 0

−λ′(t) sin(t) + µ′(t) cos(t) = tan(t)
⇐⇒ R(−t)

Å
λ′(t)
µ′(t)

ã
=

Å
0

tan(t)

ã
⇐⇒

Å
λ′(t)
µ′(t)

ã
= R(t)

Å
0

tan(t)

ã
⇐⇒

λ′(t) = − sin2 t

cos(t)

µ′(t) = sin(t)

Par suite, pour t ∈ I

λ(t) = α−
∫ t Å 1

cos(u)
− cos(u)

ã
du = α+sin(t)−

∫ t cos(u)

1− sin(u)2
du = α+sin(t)−1

2
ln

∣∣∣∣1 + sin(t)

1− sin(t)

∣∣∣∣
et µ(t) = β − cos(t)

avec α, β réels. Les solutions de (L) sont décrites par

∀t ∈ I x(t) = λ(t) cos(t) + µ(t) sin(t)

On conclut SL =

ß
t 7→ α cos(t) + β sin(t)− 1

2
cos(t) ln

∣∣∣∣1 + sin(t)

1− sin(t)

∣∣∣∣™
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Exercice 3 (***)

On note E l'espace des fonctions continue sur R+ ayant une limite �nie en +∞. Pour f ∈ E, on
pose

∀n ∈ N∗ Tn(f) =
+∞∑
k=0

f

Å
k

n

ã
nk

k!
e−n et ∀(α, t) ∈ R2

+ fα(t) = e−αt

1. Justi�er que la suite (Tn(f))n⩾1 est bien dé�nie pour f ∈ E.

2. Calculer Tn(fα) pour (n, α) ∈ N∗ × R+ puis déterminer le comportement asymptotique
de la suite (Tn(fα))n⩾1.

3. Soit f ∈ E. En considérant h dé�nie sur [ 0 ; 1 ] par

h(u) =

{
f(− ln(u)) si u ∈ ] 0 ; 1 ]

lim
+∞

f si u = 0

déterminer le comportement asymptotique de la suite (Tn(f))n⩾1.

4. Soit f ∈ E puis (Ω,A ,P) un espace probabilisé, (Xn)n⩾1 une suite de variables aléatoires

indépendantes de même loi P(1) et Sn =
n∑

i=1

Xi pour n entier non nul.

(a) Calculer E
Å
f

Å
Sn

n

ãã
pour n entier non nul.

(b) En déduire une nouvelle démonstration du résultat de la question 3.

Corrigé : 1. Soit f ∈ E. Notons ℓ = lim
+∞

f . On dispose d'un seuil A ⩾ 0 tel que |f(t)| ⩽ 2ℓ pour

t ⩾ A et la fonction continue f est bornée sur le segment [ 0 ; A ]. Il s'ensuit que la fonction f
est bornée sur R+ puis

∀(n, k) ∈ N2

∣∣∣∣f Åknã∣∣∣∣ nk

k!
e−n ⩽ ∥f∥∞

nk

k!
e−n

d'où la convergence absolue d'après la convergence de la série exponentielle. Ainsi

La suite (Tn(f))n est bien dé�nie pour tout f ∈ E.

2. Soit (n, α) ∈ N× R+. On a Tn(fα) =
+∞∑
k=0

e−α k
n
nk

k!
e−n d'où

Tn(fα) = exp
[
n
(
e−α

n − 1
)]

= exp

ï
n

Å
1− α

n
+ o
Å
1

n

ã
− 1

ãò
Ainsi ∀(n, α) ∈ N× R+ Tn(fα) −−−→

n→∞
e−α = fα(1)

3. Par construction, on a h ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R). Soit ε > 0. D'après le théorème de Weierstrass, on
dispose de P ∈ R[X] tel que

∥h− P∥∞,[ 0 ;1 ] ⩽ ε

Par commodité, on confond polynôme et fonction polynomiale. Notant φ : t 7→ e−t, il vient

∥h ◦ φ− P ◦ φ∥∞,R+ = ∥h− P∥∞,] 0 ;1 ] ⩽ ε

On écrit P =
N∑

k=0

akX
k, on pose p = P ◦ φ et remarquant h ◦ φ = f , on obtient par inégalité

triangulaire
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|Tn(f)− f(1)| ⩽ |Tn(f)− Tn(p)|︸ ︷︷ ︸
⩽∥f−p∥∞,R+

+ |Tn(p)− p(1)|+ |p(1)− f(1)|︸ ︷︷ ︸
⩽∥f−p∥∞,R+

Puis |Tn(p)− p(1)| ⩽
N∑

k=0

|ak| |Tn(fk)− fk(1)|

D'après le résultat de la question 2, on peut choisir n0 entier tel que

∀n ⩾ n0

N∑
k=0

|ak| |Tn(fk)− fk(1)| ⩽ ε

Ainsi, on a prouvé

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N | ∀n ⩾ n0 |Tn(f)− f(1)| ⩽ 3ε

On conclut Tn(f) −−−→
n→∞

f(1)

4.(a) Soit n entier non nul. Par indépendance, il vient

∀t ∈ [ 0 ; 1 ] GSn(t) =
n∏

i=1

GXi
(t) = (e t−1)

n
= en(t−1)

La fonction génératrice caractérisant la loi, il s'ensuit que Sn∼P(n). La fonction f étant bornée,

la variable f

Å
Sn

n

ã
est d'espérance �nie et par transfert

∀n ⩾ 1 E
Å
f

Å
Sn

n

ãã
=

+∞∑
k=0

f

Å
k

n

ã
P(Sn = k) = Tn(f)

4.(b) Soit ε > 0 et An =

ß∣∣∣∣Sn

n
− 1

∣∣∣∣ ⩾ ε

™
. Il vient

E
(∣∣f (

Sn
n

)
− f(1)

∣∣1An

)
⩽ 2∥f∥∞P(An) = o(1)

d'après la loi faible des grands nombres puisque E(X1) = 1. Pour δ > 0, par continuité de f en
1, on peut choisir ε > 0 tel que

∀x ⩾ 0 |x− 1| < ε =⇒ |f(x)− f(1)| ⩽ δ

D'où E
Å∣∣∣∣f ÅSn

n

ã
− f(1)

∣∣∣∣1Ω∖An

ã
= E
Å∣∣∣∣f ÅSn

n

ã
− f(1)

∣∣∣∣1|Snn −1|<ε

ã
⩽ δ P(Ω∖ An) ⩽ δ

Ainsi E
Å∣∣∣∣f ÅSn

n

ã
− f(1)

∣∣∣∣ã −−−→
n→∞

0

Par inégalité triangulaire, on conclut

Tn(f) = E
Å
f

Å
Sn

n

ãã
−−−→
n→∞

f(1)

Exercice 4 (***)

Soit F une partie �nie de C. Montrer que C∖ F est connexe par arcs.

Corrigé : Soient M1, . . ., Mn des points du plan R2 et A, B dans R2∖{M1, . . . ,Mn}. On note −→ai
un vecteur normalisé directeur de (AMi) et de même

−→
bi un vecteur normalisée directeur de (BMi).
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On choisit −→u normalisé hors de
{
+−
−→
a1 , . . . , +−

−→
an
}
puis −→v normalisé hors de

{
+−u, +−

−→
b1 , . . . , +−

−→
bn

}
(choix possibles car les ensembles à exclure sont �nis). Ainsi, les droites A+R−→u et B+

−→
v sont

sécantes en un point C et ne rencontrent aucun des Mi. Par conséquent, on peut dé�nir le chemin

∀t ∈ [ 0 ; 1 ] φ(t) =


A+ 2tAC

−→
u si t ∈

ï
0 ;

1

2

ò
C + (2t− 1)CB

−→
v si t ∈

ï
1

2
; 1

ò
Le chemin est continu, relie A à B et est à valeurs dans R2 ∖ {M1, . . . ,Mn}. Considérant les
a�xes de ces points, on conclut

L'ensemble C∖ F est connexe par arcs.

Exercice 5 (***)

Soit f ∈ L (E) avec E un C-ev de dimension �nie. Montrer

f diagonalisable ⇐⇒ tout sev stable par f admet un supplémentaire stable

Corrigé : Supposons f diagonalisable et F stable par f . On note BF une base de F et B une
base de diagonalisation de f . La famille concaténée G = BF ⊎ B est une famille génératrice
contenant BF. D'après le théorème de la base incomplète, on peut compléter BF par une famille
libre L extraite de G pour avoir BF ⊎ L une base de E. Par conséquent, on aura

E = F⊕ Vect (L )

et comme L est constitué de vecteurs propres de f , on aura également Vect (L ) stable par f .
Réciproquement, le sous-espace F =

⊕
λ∈Sp (f)

Eλ(f) est stable par f donc admet un supplémentaire

H stable par f . Supposons H ̸= {0E}. Alors, l'induit fH aurait un vecteur propre qui serait
également vecteur propre de f et appartiendrait donc à F ce qui est contradictoire puisque
F ∩ H = {0E}. Par suite, on a

E = F =
⊕

λ∈Sp (f)

Eλ(f)

On conclut

f diagonalisable ⇐⇒ tout sev stable par f admet un supplémentaire stable

Remarque : Un endomorphisme u ∈ L (E) tel que tout sev stable par u admet un supplémen-
taire stable est dit semi-simple. On a donc caractérisé les endomorphismes semi-simples sur un
C-ev.

Exercice 6 (***)

Soit f ∈ C 0(R,C), g ∈ Cpm(R,C) et f et g de carré intégrable sur R. On pose

∀x ∈ R (f ⋆ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(x− t)g(t) dt

1. Justi�er que f ⋆ g est bien dé�nie sur R.
2. Montrer que f ⋆ g est continue sur R.
3. Étudier les limites de f ⋆ g en +∞ et −∞.
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Corrigé : 1. On a ∀(x, t) ∈ R2 |f(x− t)g(t)| ⩽ 1

2
(f(x− t)2 + g(t)2)

La fonction g2 est intégrable sur R. D'après le théorème de changement de variables avec u = x−t,
les intégrales ∫ +∞

−∞
f(x− t)2 dt et

∫ +∞

−∞
f(u)2 du

sont de même nature donc convergentes et égales. Par comparaison, on conclut

La convolution f ⋆ g est bien dé�nie sur R.

2. On pose ∀(n, x) ∈ N× R hn(x) =

∫ n

−n

f(x− t)g(t) dt

Par relation de Chasles, on a pour n entier et x réel

(f ⋆ g − hn)(x) =

∫ −n

−∞
f(x− t)g(t) dt+

∫ +∞

n

f(x− t)g(t) dt

Puis, avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient∣∣∣∣∫ +∞

n

f(x− t)g(t)

∣∣∣∣ ⩽ ∫ +∞

n

|f(x− t)g(t)| dt

⩽

 ∫ +∞

n

f(x− t)2 dt

 ∫ +∞

n

g(t)2 dt ⩽

 ∫ +∞

−∞
f(t)2 dt

 ∫ +∞

n

g(t)2 dt

et de même pour l'autre intégrale. On en déduit

∥f ⋆ g − hn∥∞ −−−→
n→∞

0

On véri�e sans di�culté par continuité sous l'intégrale que la suite (hn)n est une suite de fonctions
continues (domination sur le segment [−n ;n ] pour n entier). Comme la limite uniforme préserve
la continuité, on conclut

f ⋆ g ∈ C 0(R,R)

3. Puis, avec le changement de variables u = x− t, on trouve∫ n

−n

f(x− t)g(t) dt =

∫ x+n

x−n

f(u)g(x− u) du

d'où

∣∣∣∣∫ x+n

x−n

f(u)g(x− u) du

∣∣∣∣ ⩽ ∫ x+n

x−n

|f(u)g(x− u)| du

⩽

 ∫ x+n

x−n

f(u)2 du

 ∫ x+n

x−n

g(x− u)2 du∣∣∣∣∫ x+n

x−n

f(u)g(x− u) du

∣∣∣∣ ⩽
 ∫ x+n

x−n

f(u)2 du

 ∫ +∞

−∞
g(u)2 du

et
∫ x+n

x−n

f(u)2 du =

∫ x+n

−∞
f(u)2 du−

∫ x−n

−∞
f(u)2 du −−−−→

x→+∞
0

On trouve de même pour x → −∞. Par double limite, on conclut

(f ⋆ g)(x) −−−−→
x→+−∞

0
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Exercice 7 (***)

Soit E = Mn(K). On note N l'ensemble des matrices nilpotentes de E. Établir

Vect (N ) = Ker Tr

Corrigé : Soit A ∈ N . La matrice A est semblable dans Mn(C) à une matrice triangulaire
supérieure stricte d'où Tr A = 0. Par combinaison linéaire, on en déduit l'inclusion Vect (N ) ⊂
Ker Tr . Soit (i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 avec i ̸= j. On a

E2
i,j = δj,iEi,j = 0

On pose M =

Å
1 −1
1 −1

ã
. On véri�e M2 = 0 puis on pose

∀r ∈ [[ 0 ; n− 2 ]] Nr = diag(0× Ir,N, 0× In−r−2)

et un calcul par blocs montre que N2
r = 0 pour tout r ∈ [[ 0 ; n − 2 ]]. En�n, la famille L =

(Nn−2, . . . ,N0, (Ei,j)1⩽i ̸=j⩽n) est échelonnée par rapport à la famille (En,n, . . . ,E1,1, (Ei,j)1⩽i ̸=j⩽n)
libre comme sous-famille de la base des matrices élémentaires. Par conséquent, la famille L est
une famille libre et génératrice de Vect (N ) et le noyau de la trace, forme linéaire non nulle,
étant un hyperplan de E, on conclut

Vect (N ) = Ker Tr

Variante : Pour établir Tr A = 0, on peut utiliser un résultat moins fort que sa trigonalisation.
On dispose de p entier non nul tel que Ap = 0 et Ap−1 ̸= 0. On en déduit πA = Xp. En considérant
A comme matrice de Mn(C), on en déduit Sp C(A) = {0} d'où χA = Xn (recours au théorème
de d'Alembert-Gauss : le polynôme χA est scindé, unitaire, de degré n avec 0 pour seule racine).
Considérant le terme de degré n− 1 de χA, on conclut Tr A = 0.

Exercice 8 (***)

Soit A ∈ C 0(R,Mn(C)) une application T-périodique avec T > 0. On considère l'équation
di�érentielle

X′ = A(t)X (H)

Montrer qu'il existe µ ∈ C∗ et Y une solution non nulle de (H) telle que

∀t ∈ R Y(t+ T) = µY(t)

Corrigé : Pour X ∈ SH, on a XT : t 7→ X(t+ T) ∈ SH. On pose

Φ:

®
SH −→ SH

X 7−→ XT

L'application Φ est bien dé�nie, linéaire et clairement bijective puisque

Y = Φ(X) = XT ⇐⇒ X = Y−T

Ainsi, l'application Φ est un automorphisme de SH, sev de C 1(R,Mn,1(C)) de dimension égale à
n. L'automorphisme Φ admet donc une valeur propre complexe non nulle µ et un vecteur propre
Y associé, autrement dit

∃(µ,Y) ∈ C∗ × SH ∖ {0} | YT = µY
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Exercice 9 (***)

Soit E = Mn(C) muni d'une norme ∥ · ∥. On dé�nit le rayon spectral d'une matrice noté ρ par

∀A ∈ E ρ(A) = Max
λ∈Sp (A)

|λ|

1. Montrer Ak −−−→
k→∞

0 ⇐⇒ ρ(A) < 1

et ρ(A) > 1 =⇒ ∥Ak∥ −−−→
k→∞

+∞

On pourra considérer la norme ∥ · ∥1 pour certaines étapes de calcul.

2. Établir lim
k→+∞

∥Ak∥1/k = ρ(A)

Corrigé : 1. On considère ∥ · ∥ = ∥ · ∥1 sur Mn,1(C) et sur l'espace E. Soit λ ∈ C et X normé
(on normalise un vecteur propre) tel que AX = λX. Ainsi, on a AkX = λkX pour tout k entier
d'où, par propriétés de la norme choisie

∀k ∈ N |λ|k = ∥AkX∥ ⩽ ∥Ak∥∥X∥ = ∥Ak∥

Si Ak −−−→
k→∞

0, alors |λ| −−−→
k→∞

0 d'où |λ| < 1. Si |λ| > 1, alors ∥Ak∥ −−−→
k→∞

+∞ (ceci vaut

pour toute norme par équivalence). Ceci prouve le sens direct de l'équivalence et la seconde
implication. Réciproquement, on suppose ρ(A) < 1. On dispose de P ∈ GLn(C) telle que

P−1AP = diag(λImλ
+ Tλ)λ∈Sp (A)

avec les Tλ triangulaires supérieures strictes. On pose

B = PDP−1 avec D = diag(λImλ
)λ∈Sp (A) et N = Pdiag(Tλ)λ∈Sp (A)P

−1

Ainsi, on aA = B+N avec B diagonalisable, N nilpotente car semblable à une matrice triangulaire
supérieure stricte et un produit par blocs montre BN = NB. On note ℓ l'ordre de nilpotence de
N. Pour p entier, on obtient avec la formule du binôme

Ap = (B + N)p =
ℓ−1∑
k=0

(
p
k

)
Bp−kNk

On note D = diag(λ1, . . . , λn) avec les λi ∈ D(0, 1) puisque ce sont les valeurs propres de A.
Pour λ ∈ D(0, 1), on a par croissances comparées(

p
k

)
λp−k =

p(p− 1) . . . (p− k + 1)

k!
λp−k ∼

p→+∞

pk

k!
λp−k −−−−→

p→+∞
0

On en déduit
(
p
k

)
Dp−k = diag

Ä(
p
k

)
λp−k
1 , . . .

(
p
k

)
λp−k
n

ä
−−−−→
p→+∞

0E

et pour k ∈ [[ 0 ; ℓ − 1 ]], l'application M 7→ PMP−1Nk étant linéaire en dimension �nie donc
continue, il vient (

p
k

)
Bp−kNk −−−−→

p→+∞
0E

d'où Ap =
ℓ−1∑
k=0

(
p
k

)
Bp−kNk −−−−→

p→+∞
0E

Ainsi Ak −−−→
k→∞

0 ⇐⇒ ρ(A) < 1 et ρ(A) > 1 =⇒ ∥Ak∥ −−−→
k→∞

+∞
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2. Si ρ(A) = 0, alors Sp C(A) = 0 d'où A nilpotente et le résultat est immédiat. On suppose
ρ(A) > 0. Soit ε ∈ ] 0 ; ρ(A) [. On pose

A+ =
1

ρ(A) + ε
A A− =

1

ρ(A)− ε
A

On a ρ(A+) =
ρ(A)

ρ(A) + ε
< 1 et ρ(A−) =

ρ(A)

ρ(A)− ε
> 1

D'après le résultat de la première question, on en déduit

Ak
+ −−−→

k→∞
0 et ∥Ak

−∥ −−−→
k→∞

+∞

On en déduit qu'il existe un seuil N entier tel que pour k ⩾ N

∥Ak
+∥ < 1 et ∥Ak

−∥ > 1

d'où ∥Ak∥ 1
k ⩽ ρ(A) + ε et ∥Ak∥ 1

k ⩾ ρ(A)− ε

On conclut lim
k→+∞

∥Ak∥1/k = ρ(A)

Exercice 10 (***)

Soit f ∈ C 1(R2,R). On dit que la fonction f est homogène de degré p entier si

∀(t, x, y) ∈ R∗
+ × R2 f(tx, ty) = tpf(x, y)

Montrer que la fonction f est homogène de degré p si et seulement si

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= pf

Corrigé : On suppose f homogène. Fixons (x, y) ∈ R2. On pose

∀t ∈ R g(t) = f(tx, ty)− tpf(x, y)

Par dérivation composée, on a

∀t > 0 g′(t) = x
∂f

∂x
(tx, ty) + y

∂f

∂y
(x, y)− ptp−1f(x, y)

La fonction g étant nulle sur ] 0 ; +∞ [, on a en particulier g(1) = 0 d'où

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= pf

Supposons que f véri�e cette dernière relation. Fixons (x, y) ∈ R2. On trouve

∀t > 0 tg′(t) = tx
∂f

∂x
(tx, ty) + ty

∂f

∂y
(x, y)− ptpf(x, y) = pf(tx, ty)− ptpf(x, y) = pg(t)

Ainsi, la fonction g est solution du problème de Cauchy®
tg′ − pg = 0

g(1) = 0

dont la fonction nulle est l'unique solution d'après le théorème de Cauchy linéaire. On conclut

La fonction f est homogène de degré p si et seulement si x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= pf .
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