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Feuille de révisions n°6

Exercice 1 (****)

0 1 0 0
1 :
On pose Av=1|o - . " 0 € M,(R) et P, =xa,
: .. . 1
0O ... 0 1 o0

1. En considérant P,(2cos(f)) avec 6 € | 0; 7 [, déterminer une expression factorisée de P,,.
2. En déduire que la matrice A,, est diagonalisable et préciser ses éléments propres
Corrigé : 1. Soit 6 € |0; 7 [. En développant sur la premiére ligne, on trouve pour n > 3
P.(2cos(f)) = 2cos(0)P,,_1(2cos(0)) — P,_o(2cos(6))
Ainsi, la suite (P,(2cos@)), ., est récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
r? —2cos(@)r+1=0

. +3
Les racines e~ 17

sont complexes conjuguées d’out 'existence de réels A, u tels que
Vn > 1 P, (2cos(f)) = Acos(nf) + psin(nd)

On a Py(2cos(0)) =1 et P1(2cos(f)) = 2 cos(f). Puis, on trouve

Po(2cos(f)) =X =1 A=1
{P1(2 cos(f)) = Acos(0) + psin(0) = 2 cos(d) = = Z?;EZ;

Ainsi, on obtient

WmeN  Py(2cos(d)) = sin(6) cos(n@s)iIIQS)in(ng) cos(6) _ Sin(s(z;blgz)l)e)

Soit n entier non nul. On a
k
P, (2cos(0)) =0 <= sin((n+1)8) =0 < 6 ¢ {n—fl ke Z}

La fonction 6 +— cos(f) étant injective sur |0;7 [, on a
km

km
Card {n+1,k€ [[1,n]]} = Card {cos<n+1>7k€[[17n]]}

Comme P,, est unitaire de degré n et qu’on vient d’exhiber n racines distinctes, on conclut

Vn € N* Pn:ﬁ (X—2cos<k—7r>)
n

E=1 +1

Remarque : La suite (P,,(2cos(f))),, est la suite des polynémes de Tchebychev de seconde es-
pece.



2. Soit n entier non nul. La matrice A,, admet n valeurs propres distinctes donc est diagonalisable
par condition suffisante. Notons
km

vk 1: 0, =
€li;n] Pl

On a
(A, —2cos(0p)],)X =0 < VW e[l;n] x—1—2cos(0x)xe+zo1 =0 avec x9=x,11=0

La suite (f@)geﬂo;rH,l]] est récurrente linéaire d’ordre 2 et comme a la premiére question, on
obtient l'existence de «, (3 réels tels que

Veel0;n+1] xy = acos(lly) + B sin(06y,)

La condition zy = 0 fournit o = 0 et on obtient

, Ckm
Vee[l;n] xg—581n<n+1>

On conclut

k
La matrice A, est diagonalisable avec Sp (A,) = {COS < Il> kel n]]}
n

: km . [ nkm
et EQCOS(%)(AH) = Vect (sm <n+ 1) ,. .., Sin (n—i— 1)) pour k € [1; n].

Remarque : On peut invoquer le théoréme spectral pour la diagonalisabilité de la matrice
symétrique réelle A,,.

Exercice 2 (**)
, T , . s . ., .
Résoudre sur } —3 ; 5 [ I’équation différentielle linéaire

y'+y = tan(t) (L)
T m
Corrigé : Notons I = | ——;— |. Le couple (cos,sin) est un systéme fondamental de solu-
. . 2 2 . . .
tions. On procéde ensuite par variation des constante. Une solution de (L) est donnée par
xr = Acos+pusin avec A\, i : I — R dérivables, solutions pour tout ¢t € I de

{X(t) cos(t) + p/(t) sin(t) = 0 — R(-1) (X(t)) _ < 0 >

— N (t) sin(t) + 4/ (t) cos(t) = tan(t) (1) tan(t)
sin’t

e () - 8) — {10

Ko 4 () = sin(t)

Par suite, pour t € 1

A(t) = a—/t <;u) - cos(u)) du = cH—sin(t)—/tﬂdu = OH—Sin(t)—% In

cos( 1 — sin(u)?

1 + sin(t)
1 —sin(t)
et w(t) = B — cos(t)

avec a, [3 réels. Les solutions de (L) sont décrites par

Viel  x(t) = A\(t) cos(t) + u(t) sin(t)

1+ sin(t) ‘}

1 —sin(t)

1
On conclut SL = {t — acos(t) + Bsin(t) — 5 cos(t) In




Exercice 3 (***)

On note E 'espace des fonctions continue sur R, ayant une limite finie en +oo. Pour f € E, on

pose

nkz

Vne N  T,(f) = ;Z:f <§) ye_" et V(a,t) eR2  fo(t)=e"

Justifier que la suite (T,,(f)),>1 est bien définie pour f € E.

Calculer T, (f,) pour (n,a) € N* x R, puis déterminer le comportement asymptotique
de la suite (T (fa)),s1-

Soit f € E. En considérant h définie sur [0;1] par
f(—=In(u)) siue]0;1]
h(u) =< . :
lim f siu=20
+00
déterminer le comportement asymptotique de la suite (T,,(f)),;-
Soit f € E puis (2, &7, P) un espace probabilisé, (X,,),>1 une suite de variables aléatoires

indépendantes de méme loi & (1) et S, = > X, pour n entier non nul.
=1

Sn :
(a) Calculer E <f <—>> pour n entier non nul.
n

(b) En déduire une nouvelle démonstration du résultat de la question

Corrigé : 1. Soit f € E. Notons ¢ = lim f. On dispose d’un seuil A > 0 tel que |f(t)| < 2¢ pour
+00

t > A et la fonction continue f est bornée sur le segment [0;A]. 1l s’ensuit que la fonction f
est bornée sur R, puis

k k

n n
e e

2
Y(n,k) €N e

19

d’ou la convergence absolue d’aprés la convergence de la série exponentielle. Ainsi

+00
2. Soit (n,a) e NxR,.OnaT,(f,) =D e * .
k=0

Ainsi

La suite (T,(f)), est bien définie pour tout f € E.

k
kT N
n e - d’on

To(fa) = exp [n (e*% —1)] =exp {n (1 - % +o (l) — 1)}

n

V(n,a) e Nx R, T, (fo) —— e = fo(1)

n—0o0

3. Par construction, on a h € €°([0;1],R). Soit € > 0. D’aprés le théoréme de Weierstrass, on
dispose de P € R[X] tel que

|h = Plloc,jon) <€

Par commodité, on confond polynome et fonction polynomiale. Notant ¢ : ¢ — e !, il vient

[how —Pop|ewr, =I[h—Plljon <e

N
On écrit P = >~ a,X*, on pose p = P o ¢ et remarquant h o ¢ = f, on obtient par inégalité

k=0

triangulaire



.

Toa(f) = FD] < [Tulf) = Talp)| +[Tn(p) — p(1)| + [p(1) — f(1)]
~- d —_——
g”f*pHoo,]RJr <Hf7p||oc7R+
. N
Puis Ta(p) = P < 3 fak] [Tn(fi) = fe(1)]
k=0
D’aprés le résultat de la question 2, on peut choisir ng entier tel que
N
Vnzng X lakl [Tu(fe) — fr(D) < e
k=0

Ainsi, on a prouvé

Ve >0 dngeN | VYn=>=ng IT.(f)— f(1)] < 3¢

On conclut To(f) — f(1)

n—oo

4.(a) Soit n entier non nul. Par indépendance, il vient
Vi e [0;1] Gs, (t) = [] Gx,(t) = (e=1)" = ent=D)
i=1

La fonction génératrice caractérisant la loi, il s’ensuit que S,, ~ Z?(n). La fonction f étant bornée,

. S .
la variable f (—n> est d’espérance finie et par transfert
n

wx1 E(f(2)) =1 (5) s =0 =100

4.(b) Soit € > 0 et A, = { Sn _ 1‘ > 5}. Il vient

n

E(|f(5) = f(D)]1a,) < 2[flP(An) = o(1)
d’aprés la loi faible des grands nombres puisque E(X;) = 1. Pour § > 0, par continuité de f en
1, on peut choisir € > 0 tel que

Vo >0 lt—1<e = |f(x)—f(1)] <9I

D’ou E (‘f (Sn—n> - f(l)’ ]lQ\An> =K ('f (%) - f(l)‘ ]l|5771|<5)
<IPQNA,) <6

Ainsi E(‘f (ﬁ)—f(l)b —0
n n— 00
Par inégalité triangulaire, on conclut
Sn
o =e(s (%)) w20

Exercice 4 (***)

Soit F une partie finie de C. Montrer que C \ F est connexe par arcs.

Corrigé : Soient My, ..., M,, des points du plan R? (iA, B dans R2\ {Mj, ..., M,}. On note EZ

un vecteur normalisé directeur de (AM;) et de méme b; un vecteur normalisée directeur de (BM;).

4



L= iy — — .= ., P P
On choisit © normalisé hors de {ir ai,...,+t an} puis ¢ normalisé hors de {i u, T by, ..., * bn}

(choix possibles car les ensembles & exclure sont finis). Ainsi, les droites A + R et B+ ¢ sont
sécantes en un point C et ne rencontrent aucun des M;. Par conséquent, on peut définir le chemin

A+ 2tACT sitE[O;%}

viel0:1] () = 1
C+(2t—1)CBY site [5;1}

Le chemin est continu, relie A a B et est a valeurs dans R? ~. {My,...,M,}. Considérant les
affixes de ces points, on conclut

’L’ensemble C \ F est connexe par arcs.‘

Exercice 5 (***)

Soit f € Z(E) avec E un C-ev de dimension finie. Montrer
f diagonalisable <= tout sev stable par f admet un supplémentaire stable

Corrigé : Supposons f diagonalisable et F stable par f. On note % une base de F et & une
base de diagonalisation de f. La famille concaténée ¥4 = HBr W A est une famille génératrice
contenant HBr. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter % par une famille
libre . extraite de ¢ pour avoir Br W .Z une base de E. Par conséquent, on aura

E =F @ Vect ()

et comme _Z est constitué de vecteurs propres de f, on aura également Vect (%) stable par f.

Réciproquement, le sous-espace F = @ E,(f) est stable par f donc admet un supplémentaire
A€SDP (f)
H stable par f. Supposons H # {0Og}. Alors, l'induit fy aurait un vecteur propre qui serait

également vecteur propre de f et appartiendrait donc a F ce qui est contradictoire puisque
FNH={0g}. Par suite, on a

E=F= @ EA(f)

AeSp (f)

On conclut

’ f diagonalisable <= tout sev stable par f admet un supplémentaire stable

Remarque : Un endomorphisme u € .Z(E) tel que tout sev stable par u admet un supplémen-
taire stable est dit semi-simple. On a donc caractérisé les endomorphismes semi-simples sur un

C-ev.

Exercice 6 (***)

Soit f € €°(R,C), g € €,m(R,C) et f et g de carré intégrable sur R. On pose
+00

VeeR  (fxg)(z) = flx —1)g(t) dt

1. Justifier que f % g est bien définie sur R.
2. Montrer que f % g est continue sur R.

3. Etudier les limites de f % g en +00 et 0.



1
Corrigé : 1. On a V(z,t) € R? |f(x —t)g(t)] < 3 (f(x —t)*+g(t)?)
La fonction g2 est intégrable sur R. D’aprés le théoréme de changement de variables avec u = x—t,
les intégrales

+Oof(x —t)?dt et +oof(u)Q du

—00 —0o0

sont de méme nature donc convergentes et égales. Par comparaison, on conclut

’La convolution f * g est bien définie sur R. ‘

2. On pose V(n,z) e Nx R ho(x) = [ f(z—1t)g(t)dt
Par relation de Chasles, on a pour n entier et x réel

(fxg—hy) / flz —t)g(t) dt + f(:c—t)g(t)dt

Puis, avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

. t>g<t>\ </ i — )90 dr

< \/ nmf(x — )2 dt\//n+oog(t)2 dt < \//:Of(t)2 dt\//?:oog(t)Q dt

et de méme pour 'autre intégrale. On en déduit

n

1f %9 =hnlloc ——0
n—oo

On vérifie sans difficulté par continuité sous l'intégrale que la suite (h,), est une suite de fonctions
continues (domination sur le segment [ —n ;n | pour n entier). Comme la limite uniforme préserve
la continuité, on conclut

f*g€E (RR)

3. Puis, avec le changement de variables u = z — t, on trouve

/if(x—t t)dt = / Fu)g(z — u) du

d’on g(x —u) du \/ |f(w)g(z —w)| du
\/ f 2du\// g(x —u)?du
g(x —u) du| < \//an(u)Q du\//+oog(u)2 du

et /an(u)2 du = /an(u)2 du — /:C_nf(u)2 du — 0

On trouve de méme pour x — -oco. Par double limite, on conclut

(f *g)(x) . 0




Exercice 7 (***)
Soit E = .#,(K). On note N I’'ensemble des matrices nilpotentes de E. Etablir
Vect (N) = Ker Tr

Corrigé : Soit A € N. La matrice A est semblable dans .#,,(C) a une matrice triangulaire
supérieure stricte d’on Tr A = 0. Par combinaison linéaire, on en déduit I'inclusion Vect (N) C
Ker Tr. Soit (,7) € [1; n]* avec i # j. On a

E?J- == é}ﬂ‘Ei,j - 0

1

On pose M = (1

:i) On vérifie M? = 0 puis on pose

Vre[0;n—2] N, = diag(0 x I,,N,0 x I,_,_»)

et un calcul par blocs montre que N? = ( pour tout r € [0; n — 2]. Enfin, la famille ¥ =
(Np—2, ..., No, (E; j)1<izj<n) est échelonnée par rapport a la famille (E,, ., ..., Ei1, (Eij)i<izj<n)
libre comme sous-famille de la base des matrices élémentaires. Par conséquent, la famille .Z est
une famille libre et génératrice de Vect (N) et le noyau de la trace, forme linéaire non nulle,
étant un hyperplan de E, on conclut

Vect (N) = Ker Tr

Variante : Pour établir Tr A = 0, on peut utiliser un résultat moins fort que sa trigonalisation.
On dispose de p entier non nul tel que A? = 0 et AP~ £ 0. On en déduit m, = XP. En considérant
A comme matrice de .#,,(C), on en déduit Sp(A) = {0} d’oit xo = X" (recours au théoréme
de d’Alembert-Gauss : le polynéme xa est scindé, unitaire, de degré n avec 0 pour seule racine).
Considérant le terme de degré n — 1 de xa, on conclut Tr A = 0.

Exercice 8 (***)

Soit A € €°(R,.#,(C)) une application T-périodique avec T > 0. On considére 1’équation
différentielle

X' =A(t)X (H)
Montrer qu'il existe p € C* et Y une solution non nulle de (H) telle que
vVt e R Y(t+T)=puY(t)
Corrigé : Pour X € Sy, on a Xt :t— X(t + T) € Syg. On pose
o. {SH — S
X — X
L’application ® est bien définie, linéaire et clairement bijective puisque
Y=¢X)=Xr <= X=Y_7

Ainsi, Papplication @ est un automorphisme de Sy, sev de €' (R, .4, 1(C)) de dimension égale a
n. L’automorphisme ¢ admet donc une valeur propre complexe non nulle p et un vecteur propre
Y associé, autrement dit

p,Y)eC* xSy~ {0} | Yr=puY




Exercice 9 (***)

Soit E = .#,(C) muni d’une norme || - ||. On définit le rayon spectral d’'une matrice noté p par
VA€ E A) = Max |\
p(A) = Max [N
1. Montrer A* — 0 < p(A) <1
—00
et p(A)>1 = [|A¥| 40
—00
On pourra considérer la norme || - ||; pour certaines étapes de calcul.
2. Etablir lim [|AF||YF = p(A)
k—+o00
Corrigé : 1. On consideére || - || = || - |[1 sur .#,,:(C) et sur 'espace E. Soit A € C et X normé

(on normalise un vecteur propre) tel que AX = AX. Ainsi, on a A*X = A\*X pour tout k entier
d’ou, par propriétés de la norme choisie

k

VEEN A" = [JARX]| < ARIIX]] = (A
Si A* —— 0, alors Al —— 0 don Al < 1. Si [N > 1, alors ||A”| — > 400 (ceci vaut
—00 —+00 o0
pour toute norme par équivalence). Ceci prouve le sens direct de 'équivalence et la seconde
implication. Réciproquement, on suppose p(A) < 1. On dispose de P € GL,,(C) telle que
P~1AP = diag(ALn, + Ta)xesp (a)
avec les T triangulaires supérieures strictes. On pose
B=PDP! avec D =diag(AlLy,,)resp(a) et N = Pdiag(Ty)sespa)P™*

Ainsi, on a A = B+N avec B diagonalisable, N nilpotente car semblable & une matrice triangulaire
supérieure stricte et un produit par blocs montre BN = NB. On note ¢ 'ordre de nilpotence de
N. Pour p entier, on obtient avec la formule du binéme

—1

AP = (B+ NP = > (i)Bp_ka

k=0
On note D = diag(Aq,...,\,) avec les A; € D(0,1) puisque ce sont les valeurs propres de A.
Pour A € D(0,1), on a par croissances comparées

(i))\p—k):p<p_]‘>"‘(p_k+]'))\p—k‘ p_k)\p—k s 0

k! p—+oo k! p—r+oo
On en déduit (P)DP~* = diag ((Z) MR () Aﬁ_k) P00 Or

et pour k € [0; ¢ — 1], I'application M — PMP~IN* étant linéaire en dimension finie donc
continue, il vient

(Z) BPANF ——— 0g

p—r+00
-1
d’on AP = 3 ())BPENE —— 0
k=0 p—+00
Ainsi AF — 0 p(A) <1 et p(A)>1 = |A¥ —— 400
—00 —00




2. Si p(A) = 0, alors Spc(A) = 0 d’ou A nilpotente et le résultat est immédiat. On suppose
k

p(A) > 0. Smtge]O,p( ) [. On pose
1 1
RO R O
_ ) . _ A
On a p(A+)—p(A)+E<1 t p(A,)—p<A)_€>1

D’apreés le résultat de la premiére question, on en déduit
AR ——0 et [[AF]] — 400
k—o00 k—o00

On en déduit qu’il existe un seuil N entier tel que pour &k > N

AR <1 et [JAR]|>1

d’ou IA¥IE < p(A) +e et [[AF|[F > p(A) — ¢
On conclut lim ||A¥||Y* = p(A)
k—+00

Exercice 10 (**%*)

Soit f € €1 (R?* R). On dit que la fonction f est homogéne de degré p entier si
V(t,z,y) eRL xR? f(ta,ty) =7 f(z,y)

Montrer que la fonction f est homogéne de degré p si et seulement si

0 0
a—f+y f—pf

Corrigé : On suppose [ homogeéne. Fixons (z,y) € R?. On pose
VieR  g(t) = f(tw,ty) — " f(z,y)

Par dérivation composée, on a
0 0
VE>0  g(t) = xa—i(t:r, ty) + ya—g(l’,y) — pt' f(z,y)

La fonction g étant nulle sur |0;+00 [, on a en particulier g(1) = 0 d’ou

Gf of
T ox tY (3y =pf

Supposons que f vérifie cette derniére relation. Fixons (z,y) € R% On trouve

) )
Vi>0  ty'(t) = txa—i(m ty) + tya—g(w, y) — ptP f(z,y) = pf(tz, ty) — pt? f(z,y) = pg(t)

Ainsi, la fonction g est solution du probléme de Cauchy

{tg’ —pg =0
g(1) =0
dont la fonction nulle est I'unique solution d’aprés le théoréme de Cauchy linéaire. On conclut

of  of

0:.E+y8y pf

La fonction f est homogéne de degré p si et seulement si x




