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Feuille de révisions n°6

Exercice 1 (****)

0 1 0 0
1 :
On pose e € M (R) et P,=xa,
: .. .. |
0O ... 0 1 o0

1. En considérant P, (2cos(#)) avec 6 € | 0; 7 [, déterminer une expression factorisée de P,,.

2. En déduire que la matrice A,, est diagonalisable et préciser ses éléments propres

Exercice 2 (*¥*)

Résoudre sur } ——= [ I’équation différentielle linéaire

bo | 3
bo | 3

y" +y = tan(t) (L)

Exercice 3 (**%*)

On note E l'espace des fonctions continue sur R, ayant une limite finie en +oo. Pour f € E, on
pose
k

Vn € N* T.(f) = ;i;f <§) %e*” et V(a,t) € R? fa(t) =e~

1. Justifier que la suite (T,,(f))n>1 est bien définie pour f € E.

2. Calculer T, (fs) pour (n,a) € N* x R, puis déterminer le comportement asymptotique
de la suite (T (fa)),s1-

3. Soit f € E. En considérant h définie sur [0;1] par

) — {f(—ln(u)) siuel0;1]

lim f siu=0
+00

déterminer le comportement asymptotique de la suite (T,,(f)),;-

4. Soit f € E puis (2, o7, P) un espace probabilisé, (X,,),>; une suite de variables aléatoires

n
indépendantes de méme loi Z(1) et S, = > X, pour n entier non nul.
i=1

(a) Calculer E (f <S—n>> pour n entier non nul.
n

(b) En déduire une nouvelle démonstration du résultat de la question

Exercice 4 (***)

Soit F une partie finie de C. Montrer que C \ F est connexe par arcs.

1



Exercice 5 (***)

Soit f € Z(E) avec E un C-ev de dimension finie. Montrer

f diagonalisable <= tout sev stable par f admet un supplémentaire stable

Exercice 6 (***)

Soit f € €°(R,C), g € €,m(R,C) et f et g de carré intégrable sur R. On pose
+00

VeeR  (fxg)(w)= | flo—1bg(t)dt

— 00
1. Justifier que f x g est bien définie sur R.
2. Montrer que f % g est continue sur R.

3. Etudier les limites de f % g en +00 et —00.

Exercice 7 (***)

Soit E = .#,(K). On note N 'ensemble des matrices nilpotentes de E. Etablir
Vect (N) = Ker Tr

Exercice 8 (***)

Soit A € €°(R,.#,(C)) une application T-périodique avec T > 0. On considére 1’équation
différentielle

X' =A@)X (H)
Montrer qu’il existe 4 € C* et Y une solution non nulle de (H) telle que
VteR Y(t+T)=pnY(t)

Exercice 9 (***)

Soit E = #,(C) muni d’une norme || - ||. On définit le rayon spectral d’une matrice noté p par
VAeE A)= M A
pA) = Max ||
1. Montrer AF — 0 <= p(A) <1
—00
et p(A)>1 = |AF| T 00
—00
On pourra considérer la norme || - ||; pour certaines étapes de calcul.
2. Etablir lim [|AF||Y* = p(A)
k—+o0

Exercice 10 (**%*)

Soit f € €1(R?* R). On dit que la fonction f est homogéne de degré p entier si
V(t,z,y) eRL xR?  f(ta, ty) =7 f(z,y)
Montrer que la fonction f est homogéne de degré p si et seulement si
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